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Motivacion

El objetivo del presente trabajo fin de grado es el conocimiento, analisis y aplicacion de la estimacién
de la funcién de densidad: técnica estadistica destinada a resumir la informacién de un conjunto de datos
mediante una funcién suave que es la funciéon de densidad de una distribucién continua. Esta técnica es
de amplio uso en varios campos cientificos, entre ellos, la astrofisica.

En estadistica, la funcién de densidad juega un papel esencial para caracterizar una variable continua,
ademas de ser la base del desarrollo teérico de muchos procedimientos inferenciales como los basados
en la verosimilitud, de ahi la importancia de su estimacién. En el contexto astrofisico, juega un papel
importante en muchos aspectos: analizar las distribuciones de materia en las galaxias para determinar la
distribuciéon de materia oscura; estimar las curvas de luminosidad de diferentes objetos para determinar
si tiene un comportamiento peridédico o episddico; o, simplemente, analizar la posible relacién entre dife-

rentes magnitudes fisicas.

En este trabajo, no sélo nos centraremos en el analisis tedrico de diferentes técnicas empleadas en la
estimacién de la funcién de densidad, sino que también aplicaremos estos métodos para un caso particular:
la distribucién de cudsares a través del redshift. Esta conjuncion de teoria y préactica queda plasmada en
la elaboracién de los programas en cédigo R, para la ejecucién de los ejemplos, recogidos en el Anexo A.

El conjunto de librerias R, de amplio uso en el campo de la estadistica y la probabilidad, cuenta ya
con una gran cantidad de funciones implementadas que se pueden usar en la estimacién de la funcién de
densidad. Por ejemplo, la funcién hist permite la visualizacion directa de histogramas mientras que la
funcién density permite la construccién del estimador kernel (que ocupara la mayor parte del presente
trabajo) sin mas que introducir la muestra aleatoria y el tipo de funcién kernel con el que se quiere trabajar,
o su generalizacion multidimensional dada por la funcién kde. Incluso métodos menos generalizados, como
los métodos bootstrap, se pueden realizar con la funcién kernelboot. Sin embargo, puesto que analizaremos
a nivel tedrico las propiedades y los fundamentos de los diferentes métodos de estimacién, construiremos
nuestras propias funciones en R, y con las que aplicaremos dichos métodos. Por este motivo, aunque los
codigos se presentan como un anexo, son una parte tan importante del trabajo como las demostraciones

y desarrollos tedricos que contiene.



1. Introduccion

1.1. Conceptos preliminares

1.1.1. Funcion de distribucion y de densidad

En el presente trabajo, denotaremos como funcion de distribucion de una variable aleatoria X a la
probabilidad de que dicha variable aleatoria tome un valor igual o inferior a z, es decir, P (X < x). Dicha
funcién quedaréd denotada por F' (z), y por definicién de probabilidad serd una funcién mondétona creciente
que toma valores en el intervalo [0,1]. Si bien las variables aleatorias pueden presentar una funcién de
distribucién escalonada (en el que caso de que la variable aleatoria tome valores discretos), en el presente
trabajo nos centraremos en las variables aleatorias que presentan una funcién de distribucién absoluta-
mente continua. Para estas variables aleatorias la funcién de distribucién F'(x) se puede caracterizar a
partir de la denominada funcion de densidad de probabilidad, que se corresponde con la derivada de la

funcién de distribucién y que denotaremos como f (z). Esto conduce a la siguiente definicién:

Definicién 1.1. La funcién de distribucién F' (x) para una variable aleatoria continua X viene dada por:
Fa)=P(xX<a)= [ 1@y (1)

donde la funcién f (x) es la funcién de densidad de dicha variable aleatoria que cumple:
o @20 vrer 5y [ @y (1.2

1.1.2. Muestras aleatorias simples

Consideremos que tenemos un conjunto de valores (X1, Xo, ..., X,,) obtenidos a partir de realizar
mediciones en m individuos elegidos al azar de la poblacién de la variable aleatoria X. Dicho conjunto de
mediciones se denomina muestra aleatoria de la variable X. En el caso de que las mediciones se hayan

realizado de forma independiente, entonces diremos que la muestra aleatoria es simple, es decir:

Definicion 1.2. Una muestra aleatoria simple de un variable aleatoria X de tamano m es un vector
m-dimensional (X7, X, ..., X;;,) donde cada componente tiene el mismo comportamiento (el asociado a la
variable aleatoria X) y que han sido elegidas de forma independiente unas de otras, es decir, las variables

X son independientes e idénticamente distribuidas (de aqui en adelante i.i.d.) Vi € {1,2,...,m}.
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1.1.3. Funcion de distribucién empirica

Dada una muestra aleatoria simple (X7, Xo, ..., X;;,) de una variable aleatoria X, podemos aproximar
la funcién de distribucién asociada F (z) por su estimador F (z), la denominada funcién de distribucién

empirica.

Definicién 1.3. La funcién de distribucién empirica es un funcional aleatorio F' (z), definido en el con-

junto de muestras como:

F xXm — F
(X1,X2,... X)) — F: R —
Tr
donde # denota el cardinal.

Asi expresada, observamos que la funcién F'(z) toma valores en [0,1] y que es una funcién no de-
creciente y escalonada, que estima la funcién de distribucién en el punto x por la proporcién de valores
menores o iguales que x en la muestra aleatoria simple. Esta aproximacién es muy importante ya que el

siguiente teorema garantiza un buen comportamiento.

Teorema 1.4 (Teorema de Glivenko-Cantelli, 1933). Sean X wuna variable aleatoria con funcion de dis-
tribucion F (x), (X1, X2, ..., Xpn) una muestra aleatoria simple de dicha variable y F (x) la funcién de

distribucion empirica asociada en el punto x. Definimos el siguiente estadistico:

Dy, : R™ — R
(X1, X2,.0, Xm) = Dy = sup,ep{|F (z) — F (z) |}

Se verifica entonces que:

D,, — 0
C.S.

El teorema de Glivenko-Cantelli! nos garantiza que, controlando el tamafio muestral m, podemos
asegurar que la funcién de distribucién F' (z) se encontrard en una banda de confianza alrededor de la
funcién de distribucién empirica F (), cuya anchura dependerd de dicho tamafo. Es decir, podemos
garantizar que F (x) € [F (z) — 6 (m), F (z) + 6 (m)| con probabilidad 1 si el tamafio de muestra m es

lo suficientemente grande.

1.1.4. Propiedades de interés de los estimadores

En (1.3) hemos definido un estimador para la funcién de distribucién. De forma general, para evaluar la
calidad de un estimador se analizan una serie de propiedades del mismo, entre las que destacamos el sesgo,
el error cuadratico medio (de aqui en adelante MSE) para estimadores puntuales y el error cuadratico

medio integral (de aqui en adelante MISE?) para estimadores funcionales.

"Hemos omitido la demostracién de dicho teorema en este trabajo ya que se corresponde con un contenido propio del
grado de Matemadticas.

2Las notaciones introducidas de MSE y MISE responden a las siglas empleadas con mayor frecuencia en la literatura
anglosajona.
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Definicién 1.5. El sesgo de un estimador, en este caso de F' (z) estimador puntual de F (z), se define

como la diferencia entre el valor esperado del estimador y el verdadero valor del mismo, es decir:

sesgo <F (a:)) =F (F (a:)) — F (2) (1.4)

El sesgo se puede interpretar entonces como una medida de la desviacién del estimador3. Los estima-
dores que cumplen que su sesgo es nulo se denominan estimadores insesgados, mientras que si el sesgo
se hace nulo cuando el tamano de muestra tiende al infinito (m — oo) diremos que el estimador es

asintoticamente insesgado.
Proposicién 1.6. La funcion de distribucion empirica I (z) es un estimador insesgado* de F (z).

Como el sesgo en si mismo no es un error de la estimacion, sino que nos indica cudnto se aleja el valor
esperado de nuestro procedimiento de lo que deseamos estimar, es importante introducir alguna magnitud

que permiten evaluar la precisién del estimador.

Definicién 1.7. El error cuadritico medio (MSE) de un estimador, en este caso de F' () estimador

puntual de F' (z), se define como:

MSE (F (:c)) —E ((F (z) — F (@)2) — sesgo? (F (x)) + Var (F (g;)) (1.5)

Esta propiedad nos permite evaluar la precision del estimador ya que ademas del sesgo tiene en cuenta
la varianza del estimador: pequenos valores del MSE nos indican que el estimador no se alejard notable-

mente de los valores reales de F'(x).

En los estudios de grado hemos empleado tanto el sesgo como el MSE en el contexto de la estimacién
paramétrica, pero también se pueden definir para la estimacién puntual de funciones. Sin embargo, en
este ultimo caso el MSE pasa a ser un valor dependiente de x, por lo que es interesante tener una medida

global del MSE en todos los posibles valores del espacio muestral.

Definicién 1.8. El error cuadratico medio integral (MISE) de un estimador funcional, en este caso de F

estimador de F', se define como:

MISE (F) - /:: MSE (F (x)) de = E (/

— 00

h (F @) —F(x))de> _ /OO B(F@) - F@) d
(1.6)

Esta propiedad tiene la misma interpretaciéon del MSE, pero ahora consideramos la calidad de la

estimacién global, y no puntual.

1.2. Ejemplo de cuasares SDSS

Dado que nuestro objetivo es analizar, con rigor matemaético, algunos de los procedimientos estadisticos

que se aplican con frecuencia en la astrofisica, nos centraremos en el andlisis de la distribucién de cudsares

3En base a esta definicién, es frecuente encontrar en la literatura fisica la expresién off-set, por su analogia con medidas
experimentales.
4Omitimos la demostracién de este resultado ya que se trata de un contenido propio del grado de Mateméticas.
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en el Universo. Los cudsares se corresponden con objetos extragalacticos considerablemente brillantes y
que estan formados por galaxias con agujeros negros supermasivos en su interior. A lo largo del presente
trabajo, aplicaremos los procedimientos analizados con el ejemplo de los datos recogidos en la campana
de observacién Sloan Digital Sky Survey (de aqui en adelante SDSS) la cual se encuentra disponible en
http://astrostatistics.psu.edu/MSMA /datasets/SDSS/QSO.dat. En la Figura 1.1 se muestra un ejemplo

de la muestra.

5D55 z u_mag z_mag sig_z mag

1 |000006&.53+003055.2|1.8227 |20.38% |0O. 20. Q. Q. 0. 20.053 |0.121
2 |000008.13+001634.6|1.8365 |20.233 |0. 2 0. 0. 0. 19.151 |0.068
3 |000009.26+151754.5|1.1986 |19.921 |O. 1 0. 0. 0. 19.323 [0.06%
4 |0000098.358+135618.4|2.2400 |[19.215 |0.026 1% 0. 5. 0.018 Q. 15.110 |0.033
5 |000009.42-102751.9|1.8442 |15.24% |0.038 15.02% |0.02 18.980 |0.021 18.7581 |0.018 18.751 |0.047
6 |000011.41+145545.6|0.4556 |19.637 |0.030 19.466 |(0.024 19.362 [0.022 19.153 |0.025 19.005 |0.047
7 |000011.96+000225.3|0.4790 |18.237 |0.028 17.971 |0.020 18.025 (0.018 17.956 [(0.014 17.911 |0.028
8 |000012.25-003220.5|1.4365 |20.424 |0.068 20.502 |0.033 20.253 |0.028 20.148 |0.037 20.381 |0.1&60
S |[000013.14+141034.6|0.9481 |15.519 |0.034 15.281 |0.028 15.115 |0.01& 15.155 |0.024 0.053
10 |000013.80-005446.8|1.8361 |20.541 |0.063 20.212 |0.034 20.062 |0.027 19.602 [0.030 0.075
11 |000014. 011030.6|1.8902 |19.484 |0.038 19.366 [(0.031 19.322 [0.022 19.157 [0.025 0.062
12 |000015.47+005246.8|1.8 9 0. 0. 0.022 19.217 |0.036 0.062
13 |00001&. .4]0.7 Q. 0. 0.014 17.788 |0.018 0.02
14 7)1, 0. 0. 0.021 18.276 |(0.036 0.037
15 -6|0. 0. 0. 0.031 19.641 [0.030 0.083
16 |000024.02+152005.4|0. 0. 0. 0.015 19.079% |0.023 0.060
17 |000026.29+134604.6|0.7 Q. 0. 0.023 19.010 |0.022 0.042
18 |00002¢ 102755.7|1. 0. 0. 0.016 19.143 |0.023 0.061
19 |000030. 002732.4|1.8 0. 0. 0.026 19.839 [0.030 0.090
20 |000031.86+010305.2|1. 0. 0. 0.020 19.586 |0.030 19.56% |0.083

Figura 1.1: Ejemplo de los 20 primeros datos que se presentan en el archivo.

La muestra la componen un total de 77429 cudsares y, pese a la cantidad de datos que se muestran
para cada uno de ellos, nos centraremos en el dato representado por z, que se corresponde con el redshift.
El redshift es una forma indirecta de medir la distancia de los objetos en un Universo en expansion, y
que ademds se encuentra relacionado intrinsecamente con el tiempo transcurrido desde el Big Bang. De
esta manera, analizar la distribucién de cudsares en el Universo en base al redshift es una forma informa

indirecta de analizar en qué época del Universo tuvieron mayor presencia estos objetos.

Definicion 1.9. Sea una fuente que realiza una emisién en reposo con longitud de onda Ay, v que es

detectada con una longitud de onda Ay, €l redshift z se define como el cociente:

L Aobs = Nab (1.7)
Alab

La definicién que presentamos del redshift se corresponde con la forma empirica de determinarlo. El
cambio en la longitud se debe al fenémeno fisico del Efecto Doppler, el cual establece que las fuentes
emisoras en movimiento son detectadas con una frecuencia (alternativamente longitud de onda) diferente
a cuando se encuentran en reposo. De esta manera, se determina a qué velocidad se mueve el objeto
emisor. El modelo actual del Universo en expansion establece ademas que la velocidad de movimiento v
de las fuentes cosmoldgicas se relaciona con su distancia d como v = Hyd, de acuerdo a la conocida Ley

de Hubble. De esta manera, se relacionan el redshift y la distancia.

Proposicion 1.10. Para fuentes emisoras con velocidades no relativistas v < ¢, se verifica la siguiente
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relacion® entre su distancia d vy el redshift z:
H
2z~ %d (1.8)

stendo c¢ la velocidad de la luz y Hy la constante de Hubble.

La distribucion de los cudsares en funcion del redshift es una cuestién bastante analizada desde me-
diados de los anos 70, apenas una década después de la primera deteccién de un cudsar en 1963 por
parte del astrénomo Maarten Schmidt. Ejemplos de trabajos en este campo se pueden observar en las
publicaciones de Karlsson[10], Zhou y su equipo de trabajo[21] o Bell y McDiarmid[1], entre otros muchos.
Como no existe un modelo tedrico puro que explique la distribucién de cudsares en funcién de z, a lo largo
del presente trabajo asumiremos como la distribucién verdadera aquella que nos proporciona la muestra
completa de cudsares, y para evaluar las técnicas aplicadas tomaremos muestras aleatorias simples a partir

de la muestra completa.

50mitimos la demostracién de este resultado ya que se trata de un contenido propio del grado de Fisica.



2. Estimacion de la funcion de densidad

2.1. Introduccién

Con estimacion de densidad entendemos, usualmente, el conjunto de procedimientos estadisticos em-
pleados para estimar la funcién de densidad f (x) de una variable aleatoria X, a partir de un conjunto de
observaciones de la misma. Dicha estimacion la denotaremos por f (x) en este trabajo.

En el presente capitulo nos centraremos en estimaciones no paramétricas de la densidad, con el objetivo
de buscar una forma suave de caracterizar dicha distribucién (curva o superficie, dependiendo del niimero
de variables aleatorias). Asi, habiendo determinado la funcién de densidad, no sélo podremos estimar la
funcién de distribucién por (1.1), sino que ademés podemos determinar otros parametros de la distribucién,

como la esperanza o la varianza de una forma mas sencilla.

2.2. Histogramas

Consideremos en primer lugar el método mas sencillo de estimacién de una funcién de densidad: el
histograma. Sea X una variable aleatoria real y sea (X1, Xo, ..., X;;,) una muestra aleatoria simple de la
misma. El estimador histograma considera una descomposicién de la recta real en clases C; y para cada

clase se estima la probabilidad asociada p; = P (X € ;) en base a la muestra por:

L Zgl ch (X5)
b=

Por lo tanto, dado que la funcién de densidad tiene cumplir la restriccién (1.3) y suponiendo que toma

valores constantes en las clases C}, tenemos que:
pj = / fy)dy = fit;
Gj

donde /; es la amplitud de la clase C; y f; es el valor que toma la funcién de densidad en dicha clase, que

estamos suponiendo es constante, tenemos entonces que:

7 Dj . ZZI IC]‘ (X,)
€j m - ﬁj

Definicién 2.1. Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xo, ..., X;,,), se define el estimador histograma
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para la funcién de densidad como la funcién:

fr @) = 3 Fyle, (@) 2.)

Tenemos, en consecuencia, una estimacién de la funcién de densidad f, dada por una funcién constante

a trozos f (z) = fj six e Cj.
Proposicion 2.2. El estimador histograma es una funcion de densidad.

Demostracion. Para que el estimador histograma sea una funcién de densidad debe cumplir las condiciones
a) y b) introducidas en (1.2). Como la funcién indicador I sélo toma valores 0 o 1, deducimos que
fu (x) > 0 Vx € R, cumpliéndose a). Por otro lado, para demostrar que se cumple b) realizamos el

célculo:

N 3 7 i (A i do (X
[ dnar =3 [ =3y -y Bl 09 BRI 00,

- m m
J

03 04 05
I

Funcién de densidad
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Funcién de densidad

01

00
L

o 4
~
w
=
o
o
~
o 4
[
w
a4
o
o
~ 4

Redshift (z) Redshift (z)

(a) Histograma con zo =0y h =1. (b) Histograma conzo =0y h = 0.1.
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(c) Histograma con o = —0.3 y h = (d) Histograma con zop = 0y h =
1. 0.0673.

Figura 2.1: Histogramas para la muestra de cudsares de SDSS con variacién en la definicién de las clases.
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Llegados a este punto, antes de analizar las propiedades de este estimador podemos observar que existe
una clara ambigiiedad en su definicién: es necesario establecer la amplitud ¢; y el punto de comienzo de la
primera clase. Por lo general, la construccién de las clases se suele realizar de la siguiente manera: fijamos
un punto inicial 9 y una amplitud /¢;, la cual denominaremos amplitud de ventana, que usualmente to-
maremos constante para todas las clases £; = h Vj; la clase C}, se corresponde con el intervalo (bin) dado
por Cy = [xo + kh,zo + (k + 1) h). Para visualizar el problema anteriormente comentado, consideremos el
ejemplo propuesto en la Subseccion 1.1.2. En la se presentan varios histogramas para la misma
muestra. Claramente los histogramas (a) y (c), que dividen la recta real en clases de la misma longitud,
son diferentes como consecuencia de la definicién del punto inicial. Por su parte, los histogramas (a) y (b)
muestran que la determinacién del tamano de las clases también tiene una gran influencia: si tomamos
intervalos muy grandes, perdemos gran cantidad de informacién respecto a la distribucion de la variable;
si por otro lado se toman intervalos muy pequenos, el histograma puede ajustarse demasiado a la mues-

tra aleatoria, lo que conduciria a mucha varianza en los histogramas para distintas muestras de la variable.

Para analizar las propiedades este estimador, comenzaremos estudiando el sesgo y la varianza, para

asi poder determinar el MSE.

Proposicién 2.3. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f (x) tal que es derivable y de
derivada acotada |f' (z)| < L. Se verifica entonces que el sesgo y la varianza del estimador histograma en

un punto x € C; vienen dados por:
sesgo (fH (:c)) < L{; (2.2)

Var (fr (@) = - £ (@) (1= 1,f () 2.3

con x* € Cj, £ la amplitud de la clase y m el tamano de la muestra.

Demostracion. Por construccién, las clases Cj constituyen una particién de R, por lo que existe un j tal
que x € Cj. En dicho punto, el estimador histograma toma el valor fj, con lo que la esperanza vendra

dada por:

E (f(@) —E (fj) — %gj iE (Ic, (X)) = %E (Ie; (X)) = %
=1

m a.d. Ly j

Por otro lado, la esperanza de que la variable X se encuentre en la clase C; es precisamente la
probabilidad real de dicha clase, p;. Puesto que la probabilidad p; es, por definicién, fC» f (y) dy, por el
J

Teorema del Valor Medio de la Integracién, podemos deducir que, si f es continua en Cj:
E (fg) = f(z*) para algin z* € C|

Aplicando ahora el Teorema del Valor Medio de la Derivada, y como por hipotesis la funciéon densidad es

derivable y con derivada acotada |f’ (z)| < L, podemos expresar el sesgo como:

sesgo (f3) = £ (@*) = [ (@) = ' (@) [2* = 2] < | (@) |]a* — 2] < L4

11
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Por otra parte, un estudio de la varianza del estimador nos permite obtener que:

Var (fj):m;g?Var (;IC]. (Xz-)) = 1 Var (1, (X)) =

= 2
i.4.d. M fj

1 1
= mpj (1-pj) = mf (@) (1= ;£ (z*))
]

El sesgo y la varianza muestran claramente los problemas que habiamos comentado con anterioridad
respecto a la eleccién del tamano de los intervalos. Si elegimos intervalos muy pequenos, entonces el sesgo
se hara cada vez mas pequeno, pudiendo aproximar mejor en promedio la funciéon de densidad en el punto
x. No obstante, hay que tener en cuenta que la varianza tiene una dependencia inversa respecto a dicho
parametro: reducir el tamafno implica también un aumento de la varianza en la estimacién.

Para evitar un problema de eleccién entre un sesgo razonable o una varianza razonable, se busca la
amplitud de clase £;, que optimiza el MSE (1.5)[3].

Corolario 2.4. La amplitud de clase gj que minimiza el MSE del estimador histograma viene dada por:

- ()

Demostracion. Para calcular el MSE nos basamos en los resultados obtenidos de la Proposiciéon 2.3, con

lo que se obtiene: )
MSE (f (@) < 26 + o f () (1= 65 ()

Para buscar el valor que minimice la cota del MSE, derivamos dicha cota e igualamos a 0:

dMSE f ()
=2L%0; —
dat; Tom- E?

' dMSE

1
_ ;o (fz)\®
;| _0:£]_<2mL2

£;

Calculamos la segunda derivada para comprobar que el extremo relativo obtenido es un minimo:

d I (") 9 of (%)
— |2L%; — =2L% 427"~
dh j m-eg.] + m B
012 420 e o
m-é?

Este resultado evidencia dos hechos muy importantes:

1. Es imposible conocer dada una muestra aleatoria simple el tamano 6ptimo de la ventana empleado

en el histograma, ya que de los parametros implicados sélo conocemos el tamano m.

12
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2. El intervalo 6ptimo depende del valor de la densidad en el punto z* € C}, asentando asf la base de

trabajo para el estudio de estimadores con anchuras de intervalo variables.

En el ejemplo (d) de la se muestra una solucién a este problema propuesta por Scott
en 1979. Dicha alternativa se basa en considerar una aproximacion de normalidad en la variable alea-
toria y, basdndose en la estimacion de la desviacién estandar &, definir una anchura de intervalo h =

3.496m~1/3[16]. En la Subseccién 3.2.2 justificaremos esta eleccion.

2.3. Estimador naive

El estimador naive, también denominado histograma mdovil, responde a la interpretacién de la funcion

F(z+h)—F(z—h)
- o

de densidad como derivada de la funcién de distribucién, f(z) = limy_q . Por lo tanto,

fijando un valor de h pequeno, e introduciendo la estimacion de la funcién de distribucién (1.3), se tiene:

) Flz+h)—F(z—h 1 &
floy= TEEN LT S g o (X0
=1

Definicién 2.5. Dada una muestra aleatoria simple (X7, Xo, ..., X;,), se define el estimador naive de la

funcién de densidad como:

m

. 1 - X
fnaive ($) = % Z[[z hx+h] th Z [—1,1] < ) (25)

i=1

Proposicién 2.6. El estimador naive es una funcion de densidad.

Demostracion. Para que el estimador naive sea una funcién de densidad debe cumplir las condiciones
a) y b) introducidas en (1.2). Como la funcién indicador I sélo toma valores 0 o 1, deducimos que

fnawe (x) > 0 Vz € R, cumpliéndose a). Por otro lado, podemos observar que:

/_anawe(x)dx—m/ 21[11<X') 2mhz[/ [11<x‘hxf)dx]:

1 m h+X; 1 m
=— de|=——Y 2h=1
i 32 o] = 25

con lo que demostramos que se cumple b) también. ]

Si bien este estimador guarda un gran parecido con el estimador histograma definido en (2.1), presenta

una diferencia esencial: las clases se centran en cada punto x y tienen una amplitud fija h.

Definicion 2.7. El valor h empleado en la construccién de las clases del estimador naive recibe el nombre

de amplitud de ventana o anchura de ventana.

De esta manera, solucionamos el problema de la arbitrariedad en la eleccién de las clases, pero se
mantiene el problema de la eleccién la anchura de la ventana. La muestra las estimaciones de

la densidad para diferentes valores de h.

13
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Estimador naive

08
|

o
W
o
w
[
] — h=1
5 = — h=05
C
5 — h=0.05
2 — h=0232
c
o]
o
@ ]
o
T T T
5 6 7

Redshift (z)

Figura 2.2: Ejemplos del estimador naive del redshift de una muestra aleatoria de 1000 cudsares en la campana
SDSS.

Por construccidn, el estimador naive es también una funcién escalonada (véase la ), como
el histograma, pero la amplitud de ventana h nos permite suavizar dicha funcién. A nivel descriptivo,
podemos observar que elegir un valor de h pequeno conduce a un menor sesgo del estimador pero au-
menta su varianza, resultado ya comentado con el estimador histograma. Para justificar estos resultados,

analizaremos el sesgo y la varianza del estimador.

Proposicién 2.8. Sean X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x) € C?, una
muestra aleatoria simple de dicha variable (X1, Xo, ..., Xm) ¥y fmwe el estimador naive asociado. El sesgo

y la varianza del estimador en el punto x verifican:

2

sesgo ( Fraive (x)) - % (@) + o (h?) (2.6)

Var (fuaioe (@) = <x>+o(ﬂih) (27)

Demostracion. Para el calculo del sesgo y la varianza, podemos observar que en ambos casos llegamos a

las siguientes expresiones:

; 1 & - X; 1
E (fmzive (.CL‘)) = 9mh ZE (I[—l,l} <x h >> zz:d ﬁE (I[ac—h,ac—i-h] (X>)

=1

1

Var (fnm-ve (m)) Var (Ijy_pzt] (X))

es decir, pasamos a trabajar con la variable aleatoria Y = Ij, 4 ;yp) (X), que sigue una distribucién de
Bernoulli cuyo pardmetro caracteristico seré la probabilidad de la clase [x — h, z + h], y que denotaremos

como p (z £ h). La esperanza y la varianza serdan p (x = h) y p(x £ h) [1 — p (z & h)] respectivamente. Por

14
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definicién de funcién de densidad, podemos calcular p (x 4+ h) como:

p@ihw=F@+h»—Fu—hw=/ f (v) dy

—h

y aplicando la hipdtesis de que f € C2, obtenemos entonces:

z+h
ploxn) = [ 1@+ o) £ @4 g -2 7 @ 4 o 1y off) | an =
h3
= 2hf (z) + 5 f" (2) + o (1)

De esta manera, por (1.4) el sesgo sera:

X 2 2
sesgo (fmive (x)) = %f" (x)+o (hQ) ~ %f" (x)

y la varianza:

1
X; zzd 4h2

path)(1=p+h) _
4h2m

Var <fnawe (x)) —=—Var (Ij,_p pyp) (X)) =

By 4 L ! !
2hmf() Tmf (gg)+mf(x)2+o(h):mf(x)+0<mh> 2hmf()

O

Para afrontar de nuevo el problema de optimizar la anchura de la ventana, suponiendo que h es el
mismo para todas las clases, podemos realizar el tratamiento con el MISE en lugar de emplear el MSE,

como se procedié en el caso particular de los histogramas.
Corolario 2.9. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 2.8, el MISE para el estimador naive viene dado por:

» 1 h? 1 4
MISE (fnaive) = m + %R (f) +o <7nh + h ) (28)

donde se define R(f):= [%_(f" (2))? da

Demostracién. Empleando la Proposicién 2.8 y de acuerdo a la definicién de MISE (1.6), tenemos entonces

que: MISE (f”awe (:r:)) = /OO [thf( )+ ;lz (f" (a:))2 +o (mlh I h4>] d —
mm/‘f M+Zu%mMMmQ;+m>:
2771m+h4R(f) <mh+h4>

O]

Como el MISE se obtiene de realizar desarrollos en serie, es bastante util trabajar con la parte asintdtica
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del mismo, es decir, la parte dominante del MISE cuando h — 0 y m — oo, que en el caso particular del

Corolario 2.9, toma la expresion:

h4

A 1
MISE (fnaive) ~ % + %R (f) (29)

asumiendo que R (f) toma un valor finito®.

Corolario 2.10. La amplitud de ventana que minimiza la parte asintotica del MISE del estimador naive

viene dada por:

h= [2Rg(f)} % ot (2.10)

y recibe el nombre de anchura de ventana optima o anchura éptima.

Demostracion. Considerando la parte asintética dada por (2.9), derivando respecto de h e igualando a 0

para encontrar los extremos relativos obtenemos:

dJ[ 1 h*
an [2mh+36R(f)] = oz T )

~ 1
1 h3 - 9 15
-+ —R(f)=0=h=|—| m™/5
oz 9 (f) [ ]

Si calculamos la segunda derivada y evaluamos, comprobamos que efectivamente es un minimo:

1 K2

R(f)} N

d 1 h3
 mh3 3

a2z Ty

~ 1 2

1 h? 23\ 5 1\5
mﬁs,R(f)—[(ga) +(5)

La anchura éptima calculada en (2.10) presenta resultados anédlogos a los discutidos en la anchura

O]

6ptima del histograma (2.4). Ambas muestran que para grandes tamanos de muestra, las anchuras se
deben escoger mas pequenas, pero también que es necesario tener un conocimiento de la funcién de
densidad real (algo que no es posible en la estimacién no paramétrica). Sin embargo, el estimador naive
requiere de una mayor regularidad de la funcién de densidad(f € C(?) que el histograma (f € C1).

Es importante resaltar que tanto el estimador f () como el estimador f,m-ve () proporcionan funciones
escalonadas, si bien el salto podemos suavizarlo en base a las amplitudes de las clases i o de h. Este
escalonamiento es consecuencia del hecho de que el estimador otorga el mismo peso, en términos de
la funcién densidad, a todos los puntos en el intervalo [z — h,z + h|. Para solucionar este problema, se
introducen los denominados estimadores kernel, que estudiaremos a continuacién. Sin embargo, hay que

tener presente la funcién de densidad que se desea estimar: no tiene sentido plantearse la suavizacién de la

SEsta acotacién tiene una interpretacién en términos de suavidad (o rigided) de la curva f (z). De hecho, este término
se suele utilizar como un funcional de penalizacién para estimar funciones de densidad por el método de méxima
verosimilitud[17].
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estimacion en los extremos cuando la funcién de densidad es uniforme, ya que no cumple las condiciones

de regularidad, y es el motivo por el cual algunos estimadores kernel no funcionan bien.

2.4. Estimadores kernel

2.4.1. Introduccién y propiedades generales

Inicialmente propuestos por Rosenblatt en 1956[14] y posteriormente analizados por Parzen en 1962[13],
los estimadores kernel surgen como una generalizacién del estimador naive (2.5), que podemos expresar

de forma alternativa:

st x| <1

N[ =

Fraive (z 1h§: < ) con K (z) =

0 resto

de donde observamos que la funcién K en este caso se corresponde con la funcién de densidad de una
distribucion uniforme U[_; ;). Rosenblatt plante6 en 1956 una generalizacion de las funciones K de manera

que se pudieran utilizar para suavizar la propia funcién de densidad.

Definicién 2.11. Se denomina funcién kernel (funcién nicleo) a toda funcién K de variable real con

valores reales que verifica las propiedades:

a) K(z)>0VzeR ; b /OOK(a:)dm:

¢)3dk > 0t.q. K (z)dx~1 ; d)/ K (z)dr =0

|z| <K —o0

o0

e) / 2’K (z)dr=Vkg <o ; f) K(—z)=K(z) VzeR
—00

Como estudiaremos a continuacion, las propiedades a) y b) son necesarias para que los estimadores

construidos a partir de ellas sean funciones de densidad (Proposicién 2.13). Por otro lado, parece intuitivo

que la informacién sobre el punto x en el que deseamos estimar la funcién de densidad de mayor peso a los

valores muestrales que se encuentren préximos a él. Esta es la justificacién de la propiedad c¢). Por su parte,

el resto de propiedades nos permitirdn obtener mayores 6rdenes de convergencia del sesgo (Proposicién
2.14).

Definicién 2.12. Dada una muestra aleatoria simple (X7, X2, ..., X;,) y una funcién kernel K, se define

% Zml K < > (2.11)

Proposicién 2.13. El estimador kernel fK es una funcion de densidad.

el estimador kernel como la funcion:

Demostracion. Veamos que el estimador kernel cumple las propiedades a) y b) (1.2) de funcién de densi-
dad. Por la propiedad a) de funcién kernel, K (z) > 0 Vz € R, con lo que fx (z) > 0 Va € R. Para ver
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que se cumple la segunda condicion, realizamos el siguiente cédlculo:

[ [ S (55 5 [ (5
—oo —o0 i=1 —oo

i=1

I s [™ 1
= — hK (y)dy = — h=1
hy=z—X; mh ; /Oo (y) y mh Z

=1

O]

Proposicién 2.14. Sean X una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x) € C?, una

muestra aleatoria simple de dicha variable (X1, Xo, ..., Xm) y fK el estimador kernel asociado a la funcion

K. FEl sesgo y la varianza del estimador en el punto x verifican:

2
Sesgo (fK (l‘)) = %fﬂ () Vk +o (h2)

. 1 oy e 1
Var (Fic0)) = o @) [~ &2 @i ()
stendo Vi := ffooo y2K (y) dy, denominada varianza de la funcion kernel.

Demostracion. Para calcular el sesgo comenzamos calculando la esperanza del estimador:

m

(e 9]

(2.12)

(2.13)

P(hew) = (1 (5)) =5 [k (T iz, [ Ko e

Como por hipétesis la funcién de densidad real f (z) € C2, realizamos el desarrollo:

2~2

A o0 B B h2y B
B (fi @) = [ K@ |7 = hif @+ 5 @) 4o ()| di
y haciendo uso de las condiciones a), d) y e) de funcién kernel, obtenemos finalmente:
" h?
E (fic (@) = f (@) + 51" (@) Vic + 0 (h?)

Este resultado nos permite deducir que el sesgo tomara la forma:

2 2
Sesgo (fK (x)) = %f” () Vg + o (h?) ~ %f" (z) Vi

Ahora estudiemos la varianza del estimador:
R 1 n z— X; 1 z— X;
- K = — K
Var (fK (x)> m2h2var (; < h >> X; iid. mh? Var < < h >>

=ﬁ [/OO K2<x;y)f(y>dy— {hf(xwff”(x)va(m)ﬂ =
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_nihf@)/zf@@)dwo(ﬂ;)wf /K2

Las propiedades d) y e) nos permiten deducir los resultados (2.12) y (2.13), que ademds evidencian

O

nuevamente el problema que presentaba el estimador naive: es asintéticamente insesgado cuando h —
0, pero su varianza puede crecer enormemente. Una posible forma evitar esta dicotomia es seleccionar
tamanos de muestra grandes de manera que ﬁ — 0, con lo que se conseguiria que el estimador fuese

asintoticamente insesgado y con una varianza cercana a cero.

2.4.2. Aproximacion teédrica a la ventana optima

El célculo del intervalo éptimo para los estimadores kernel generaliza el obtenido para el estimador

naive (2.10). Para demostrarlo, nos basamos en el siguiente resultado:

Corolario 2.15. Bajo las condiciones de la Proposicion 2.14, el MSE y el MISE del estimador kernel

vienen dados por:

MSE (fic (2)) = (1" @) Vi + of @) [ e @dgeo(Sent) 21y
MISE (fK) - h4X[%R(f)+n;/ZK2 (7) d§+o<nih+h4> (2.15)

Demostracion. Introduciendo los resultados de la Proposicién 2.14 en (1.5) obtenemos:

MSE(fK(x)>:Z4(f () VK+ / K2( )dy+o<1h+h4)

y por definiciéon de MISE, integrando la expresiéon anterior obtenemos:

MISE(fK>:/ZMSE<fK(x))dm_h4XK/ (" () d:c+/ f(z da:/ K2 () dij+

1 hiv2 1 [ 1
— +nt)=—"£X£R / K2 (7)) dj — 4 ht) ~
ro(op ) =5 R+ o [T R @ o (o +

hAV2
1

~

R+ [ K@)
0

Repitiendo el procedimiento seguido en la Secciéon 2.3 para estimar una amplitud de ventana éptima

para el estimador naive, buscamos la ventana que minimice la parte asintética del MISE.

Corolario 2.16. La amplitud de ventana dptima h que minimiza la parte asintética del MISE para el

estimador kernel viene dada por:

(S

ST K2 (y) dy] 5m, (216)

VRR(f)
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Demostracion. De acuerdo a los resultados del Corolario 2.15, la parte asintotica del MISE viene dada

MISE ( fK) ~ h4VK R(f / K2 (g

Para minimizar dicha expresién, calculamos la derivada y la igualamos a 0:

por:

d 3 2
—-MISE (fK> — WPVER(f mh2/ K* () djj =

h3VER j=0=h=

2K (y) dy ém
VER(])

Ahora comprobamos que el extremo relativo calculado se trata de un minimo:

mh?

d 3 2 2 2
- [h VZR(f) — h2/ K )dy] — 3K2VER(f / K2 (§) dj =
2
~9 2 5 6 3 2
3I2VER (/ K dy> VIR(f)im % >0

O

El resultado (2.16) es claramente la generalizacién de la amplitud éptima calculada para el estimador
naive (2.10) y por tanto, presenta el mismo problema: es necesario tener un conocimiento de la funcién

de densidad real subyacente a la muestra.

Corolario 2.17. El estimador kernel, construido con la amplitud de ventana dptima il, verifica que el

~

oy . o _4 . _4
MISE se comporta asintéticamente como un infinitésimo de orden m™ 5, es decir, MISE ~ m™5.

Demostracion. Por el Corolario 2.15 sabemos que el MISE tiene un orden de convergencia o ( + h4)
por el Corolario 2.16 sabemos que la amplitud 6ptima viene dada por h = Am™3 con A una constante
positiva dependiente de la funcién kernel y de la funcién de densidad real subyacente de la variable

aleatoria. Por lo tanto, introduciendo la amplitud de ventana 6ptima h:

O]

Observamos que la amplitud decrece con el tamaiio de la muestra m, pero lo hace de una forma tan len-
p. _4 , - . . g
ta que el término ﬁ o m~ 5, por lo que seria tedricamente posible encontrar estimadores asintéticamente

insesgados con varianza cercana a 0.
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2.4.3. Aproximacion tedrica a la funcién kernel 6ptima

En la anterior subseccién hemos obtenido una expresién explicita de la ventana 6ptima que minimiza
el MISE para una funcién kernel genérica. Considerando la aproximacién teérica del tamano de ventana

6ptimo (2.16) e introduciendo dicho valor en el desarrollo asintético del MISE, se obtiene la expresion:

s (i @) ~ ([ < ) % ([ wa) ([ rwa) %

Nuestro objetivo sera buscar la funcién kernel K que optimice la anterior expresién del MISE, en la que
hay dos factores que dependen de esa funcién kernel. Observamos que uno de ellos se puede mantener fijo
sin mayor problema, ya que el término asociado con la varianza Vi siempre se puede establecer como 1

realizando el siguiente cambio:
[e’¢) 9 o] y2 o] 5 % %~ ~
Vi= | vK@dy=1=[ $-K@dy = | §FVRE{Vgy|dy

Proposicién 2.18. La funcion que optimiza el problema:

min g </ K2 (y) dy> sujeto a

viene dada por:

Kp(z) = % (1—22) Iy (2) (2.17)

y recibe el nombre de funcion de Epanechnikov en honor del matemdtico ruso que la propuso en 1969[4].

Demostracion. Dado el problema de optimizacion del enunciado, podemos aplicar la teoria de los multi-
plicadores de Lagrange y la derivada de Gateaux al problema. De esta manera, bastard con encontrar la

funcién K (y) que permita minimizar:

/OO (K2 (y) + (—a+cy®) K (y)] dy

— 00

que viene dada por K (y) = § (1 — ng) Ahora bien, para determinar las constantes debemos introducir
nuevamente las condiciones del problema. Tomando las constantes a,c > 0, entonces de la condicién de

no negatividad se obtiene que necesariamente 3> < 2, o equivalentemente y € [—\/% , \/g] Por otro lado,
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aplicando las restricciones integrales del problema se obtiene:

S K@dy=1 = 3/2=1 a = 5
=
LK @dy=1 = #/(2)° =1 ¢ = W
Es decir se obtiene la funcion:
k)= (15 Ts ) (2.18)

1 1
Realizando el cambio de variable y = 5z y teniendo en cuenta la transformacion V2 K <V[§ g]) , la expresion

(2.18) adopta la forma:
3
Kg(z) =7 (1—=2%) Iy (@)

Proposicién 2.19. La funcion de Epanechnikov (2.17) es una funcion kernel.

Demostracion. Debemos comprobar que se cumplen las 6 propiedades de la Definicién 2.11. Podemos
observar que las condiciones a), b) , d) y e) se cumplen como consecuencia de las restricciones del problema
de optimizacién. Por lo tanto, s6lo tenemos que comprobar las condiciones c) y f).

Como la funcién de Epanechnikov se encuentra limitada al intervalo [—1,1], la condicién c¢) también
se cumple. Por dltimo, podemos observar que:

Kp(—) =5 (1—22) Iy (—2) = Z (1— ) Iy (2) = K (2)

=~

por lo que se cumple también la condicién f). O

2.4.4. Funciones kernel mas usuales

Hasta ahora hemos realizado un estudio general sobre las funciones kernel, pero es conveniente conocer
qué modelos concretos se suelen utilizar en los paquetes estadisticos y cudles son las respectivas ventajas
de cada uno.

Ademids de la funcién uniforme, que constituye la base del estimador naive, también podemos utilizar
funciones kernel como la normal, la triangular, Epanechnikov, biweight y triweight, entre otras. En la
Tabla 2.1 mostramos un resumen de las funciones anteriormente mencionadas mientras que en la
mostramos una representacion grafica de las mismas. Por su parte, la Tabla 2.2 muestra las principales

propiedades de los kernel listados asi como de los estimadores asociados.
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Funciones kernel Tabla 2.1: Funciones kernel més usuales.
o i - Nombre Forma K (z)
i — Naive
: — Gaus. . 1
—— Triang. Naive 5[[,171} (l’)
— Epanech.
Biweight >
—— Triweight 1 _z°
_ Coseno Normal 7%(3 2

Triangular (1= |z) Ij=11) (2)

Epanechnikov % (1—a? Iy (2)

. . 15
‘ : : ‘ : : Biweight i (1 — x? Iy ()
3 2 1 0 1 2 3
. . 3
x Triweight % (1 — xz) Iy (z)
Figura 2.3: Gréfica de las funciones kernel presentadas Coseno 7 cos (gx) I ()

en la Tabla 2.2 .

Tabla 2.2: Principales propiedades de las funciones kernel mas usuales, Vi y ffcoo K2 (z)dx y propiedades de los
estimadores asociados.

Nombre Vg | o K* (x)dw Sesgo Varianza MISE
Naive 3 : %Qf” () % 5 + g%R (f)
Normal 1 . B () it (@) s + A R(f)
Triangular % % }f—;f” (z) ﬁf (z) ﬁ + %R (f)
Epanechnikov % % %f” (x) 5mihf () 5mih + %R (f)
Biweight 1 3 B (x) o f () o+ R (f)
Triweight 3 9 %f " (x) monnt (@) ok T %R (f)
Coseno | 1= 3 T Y- 0"@ | @l @ | i+ 5 - 5) R()
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2. Estimacion de la funcion de densidad

Funcién densidad
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Figura 2.4: Estimaciones realizadas con las funciones kernel de la Tabla 2.2.
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La deduccién de la funcién Epanechnikov que presentamos en la Subseccién 2.4.3 muestra que la opti-
mizacién del MISE depende exclusivamente del término ffooo K? (y) dy. Por lo tanto, es intuitivo introducir
el concepto de la eficiencia de la funcién kernel eff (K), de la misma manera que hace Silverman[17], es

decir, comparando el MISE asintético de cada kernel con el presentado por la funcién Epanechnikov:
Definicién 2.20. Dada una funcién kernel K, se define la eficiencia de la funcién como el cociente:

25 K3 () dy] [ 92K () dy)

[fff,o K2 (y) dy} [ v K (y) dy}%

off (K) = (2.19)

Corolario 2.21. La eficiencia para cualquier funcion kernel K se puede expresar como:

off (K) = = [/_Zmy)dy]_l [/:y?K(y)dy]_é

Demostracion. De acuerdo a los resultados de la Tabla 2.2, para la funcién Epanechnikov tenemos:

(2.20)

> 3
/ K}%(y)dy:g

o0 1
/ VK (y)dy = Vi = :

o0

Introduciendo ambos resultados en (2.19) se obtiene la expresién (2.20). O

En (2.19) introducimos la potencia %[17] ya que nos permite trabajar de una forma més sencilla con
la expresién. Ademads, de acuerdo al Corolario 2.17, al introducir dicha potencia en el MISE tendremos un
comportamiento asintético dado por Bmfl, lo que implica que el MISE obtenido para una funcién kernel
K con un tamafio de muestra m, es el mismo que el obtenido al hacer uso de la funcién de Epanechnikov

pero con un tamano de muestra menor, m - eff (K).

Tabla 2.3: Eficiencias de las diferentes funciones kernel presentadas en orden decreciente.

Funcion Eficiencia exacta | Valor aproximado
Epanechnikov 1 1.0000
48\/ 37
Coseno W 0.9995
. . 217
Biweight 255 0.9939
E— 3861
Triweight 75045 0.9867
Triangular 190—‘/\/65 0.9859
Normal v 0.9512
Naive fvs 0.9295
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Las eficiencias que se presentan en la Tabla 2.3 son bastante grandes, incluso para la estimacion naive
que se corresponderia con la aproximacién menos suave.

Visualicemos, mediante el ejemplo de la distribucién de cudsares medidos en la SDSS, que resultados
ofrecen cada uno de ellos. En la se muestran las estimaciones realizadas. Al haber prefijado las
mismas ventanas para todos ellos, aparentemente el kernel normal (a) nos ofrece una mayor suavidad y
un buen ajuste a la funcién de densidad. Sin embargo, la aproximacién teérica del intervalo 6ptimo (2.16)
muestra que el intervalo 6ptimo cambia para cada tipo de funcién kernel, motivo por el cual la anchura
de ventana que funciona bien con el kernel normal (a) no ofrece tan buenos resultados con otros kernel

como el triweight (e) o el coseno (f).

2.4.5. Generalizacién a funciones multidimensionales

En todo lo discutido hasta ahora nos hemos centrado en el desarrollo de la estimacién de densidad
de una variable aleatoria X unidimensional. Sin embargo, también es importante analizar la situacién
cuando la funcién de densidad pasa a depender de una variable aleatoria n-dimensional Z. Supongamos que
tenemos una muestra aleatoria simple de tamano m para la variable multidimensional ()Z 1, )?2, ey Xm>
En el caso mas sencillo de esta estimacién, podemos plantear la funcién kernel K (#) como un producto

de funciones kernel unidimensionales K (#) = [[;_; K (z7).

Definicion 2.22. Dada una muestra aleatoria simple ()21,)?2, ,Xm> donde cada X} es un vector de

tamano n, se define un estimador kernel multidimensional como:

fr (@) = mH T Z H ( ) (2.21)

=1 j5=1

La idea subyacente en este estimador es extender las ventanas unidimensionales de los kernel a n-
cubos en el espacio R"™. De esta manera, se pueden aprovechar todos los resultados derivados del calculo
unidimensional. No obstante, el estimador (2.21) es un caso particular de situaciones més generales en

las que se pueden considerar matrices H de tamano n x n donde se contemplan amplitudes de ventanas
hJ1sd2

Definicion 2.23. Dada una muestra aleatoria simple ()_('1,)22, ,Xm) donde cada )@ es un vector de

tamano n, se define un estimador kernel multidimensional como:

fK(m’x?,...,x”)_mdet Z( ( )?Z>) (2.22)

donde H es una matriz de tamano n X n.

Al suponer la matriz H diagonal en (2.22), se recupera el caso anterior[8]. Es importante resaltar
que incluso en la versién més simplificada, el calculo computacional necesario para realizar la estimacién
puede volverse muy pesado, ademds de que para lograr un valor del MISE similar al caso unidimensional

es necesario un mayor tamano de muestral5].
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3. Seleccion de ventana 6ptima

3.1. Introduccién

En el anterior capitulo comenzamos analizando el estimador histograma para la funcién densidad y
posteriormente mostramos como los estimadores kernel permitian corregir el problema de la arbitrariedad
de la eleccién del punto inicial de las clases presente en el primero. Las funciones kernel anadian suavidad
a la estimacion de la funcién de densidad, pero un aspecto esencial de los mismos es la eleccion de la
amplitud de ventana h, cuyo papel también es importante para la suavidad de las curvas estimadas. Es
decir, en la suavizaciéon de la estimacién de densidad por funciones kernel tenemos dos pardmetros de
eleccion: la funcién K y la anchura de ventana h.

En este capitulo abordaremos el problema de la eleccién de la amplitud de ventana asumiendo que
este pardmetro no tiene dependencia alguna con la posiciéon = en la que se estima la funcién de densidad,
es decir, se mantiene fijo para cada estimacién. Es por este motivo por el que los métodos que vamos a

estudiar a continuacién reciben el nombre de métodos de anchura fija.

3.2. Aproximacion practica a la ventana éptima

El estudio que realizamos en la Subseccion 2.4.2 nos permitié obtener una expresién para la ventana
6ptima h (2.16) que presentaba un gran inconveniente: depende del valor real de la funcién de densidad
f (z) que desconocemos. Por este motivo, desde la introduccién de los estimadores kernel en 1956 se han

desarrollado numerosas técnicas para elegir un valor h que se aproxime al valor tedrico h.

3.2.1. Eleccién subjetiva

El primer método que estudiamos es el menos exacto pero el mas sencillo: establecer nuestro propio
criterio para la eleccién de h. Podemos resumir este criterio en elegir una serie de valores para la amplitud
de ventana {h, ho, ..., h}, estimar la funcién de densidad para cada uno de ellos y elegir aquel pardmetro
que, bajo nuestro punto de vista (de ahi el calificativo de subjetivo) mejor estime la estructura subyacente
de los datos y no pierda excesiva informacién. Al ser completamente subjetivo, la eleccién de una persona
puede presentar mayor sesgo y menor varianza que la que realice otra.

Por ejemplo, dada la , una persona puede tomar la eleccién de h = 0.3 en base a una menor
varianza y un buen sesgo, pero otra puede considerar que h = 0.5 se ajusta mejor (suponiendo que tiene

un conocimiento de la poblacién global).
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Figura 3.1: Estimacién con kernel Epanechnikov para 1000 cuisares de la muestra de la campana SDSS que
estamos analizando.

3.2.2. Eleccién en el caso normal

Otra forma sencilla de aproximar la anchura éptima de ventana es fijar una funcion de densidad
conocida como la funcién f real que desconocemos. Lo mas frecuente es utilizar como funcién de densidad

la de la distribucién normal por sus importantes aplicaciones.

Proposicién 3.1. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion normal N (u, o), entonces se

verifica que:
3

- 8\/mad

Demostracion. Por hipétesis, la funcién de densidad real de la muestra viene dada por:

R(f)

Calculamos sus derivadas:

d? 1 z— p)? z — p)?
édefN(x)—W[( O'QM) —1] exp(—( 20;”)

Introduciendo entonces la expresién de fy; (x) en R (f), obtenemos:

e 1 — )’ - )’ 2
/w( ()2 dy /oo e (_(y 02;0 ) !(y Jzﬂ) _ 1] dy it
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1 2 3
= / 27‘(‘0’5 exp (—22) [22 — 1] dz = W

—00

O

Corolario 3.2. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion normal N (u,0), una muestra
aleatoria simple (X1, Xo,.... Xm) v fK el estimador asociado a una funcion kernel K. La amplitud de

ventana que minimiza el MISE asintotico viene dada por:

=

P [8\/77f°°oo K2 (y) dyram_ 1)

3VE

Demostracion. Las hipdtesis nos permiten recuperar el resultado (2.16). Por otro lado, la funcién de
densidad real es la normal, con lo que podemos emplear la Proposicion 3.1, de lo que se deduce la

expresion. n

Teniendo en cuenta este valor, podemos entonces calcular los valores de la anchura éptima (2.16) para

las diferentes funciones kernel de la Tabla 2.2. Dichos resultados se muestran en la Tabla 3.4.

Tabla 3.4: Anchuras éptimas por suposiciéon de normalidad en la funcién de densidad para las funciones kernel.

Funcion Intervalo 6ptimo h | Valor aproximado
I
Epanechnikov (40y/m)5 m s 2.3449m 50
2 B 1 1
Coseno — | mTso 2.4097m ™" 50
61-3]
Bi ioh 280 % _1 9.7 _1
iweight (B2/7T)>m 50 J7T9m 50
I
Triweight (% 7T) SmT 5o 3.1545m 50
i
Triangular (64y/7)5 m 50 2.5760m 50
I
Normal (s m 50 1.0592m 50
Rectangular (12\/7?)é m 5o 1.8431m 50

En la practica, el valor de o se tiene que estimar. Una forma habitual de estimar dicho valor es

mediante la desviacién tipica de los datos muestrales, definida como:

m o\ 2
5= \/ Ei:ln(f - X) (3.2)

Sin embargo, otros autores argumentan que para estimar o es mejor el empleo de la estimacién del rango

intercuartil R[20], definido como la diferencia entre el tercer cuartil y el primer cuartil IQR = Q3 — Q1.

Definicién 3.3. Dada una variable aleatoria X con funcién de distribucién F' (z), se definen los cuartiles
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de la distribucién como:
Qj=inflx : F(x)>0.25j] conje{l,2,3} (3.3)

Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xs, ..., X;,,) de dicha variable aleatoria, los cuartiles se estiman

por medio de la funcién de distribucién empirica como:
Q; = inf [x D F(z) > 0.25j] (3.4)

Definicién 3.4. Dada una muestra aleatoria simple (X7, Xo, ..., X;;,), se define un estimador del rango

intercuartil como:

QR = Q3 — O1 = inf [x L F(2)> 0.75} — inf [x . F(z)>0.25 (3.5)

Proposicién 3.5. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion normal N (u, o). La relacion

entre el rango intercuartil IQR y la desviacion tipica o viene dada por:
IQR = 1.34897960 (3.6)

Demostracion. En primer lugar, podemos observar que los cuartiles de cualquier distribucién del estilo
N (u,0) se pueden calcular en funcién de los cuartiles de la normal tipificada N (0,1). Para demostrarlo

basta con calcular:

, z 1 (y — M)2 ) , /Ia“ 1 < 22> .
i =1nf |z : exp | ————5— | dy > j0.25 = inf |z : exp | =Z= ) dz > 70.25
< [ /_oo V2ro P ( 202 y=7 2= 1(y—p) - Vor p 5 >

De acuerdo a este resultado, el cuartil de N (u, o) seréd

QjZUQ;VJrM

con Qéy el cuartil de la distribucién normal tipifica. Para esta tltima, sabemos que Q{V = —0.6744898 y
QY = 0.6744898, con lo que concluimos:

IQR = o (0.6744898) + 11 — o (—0.6744898) — ;1 = 1.34897960

O]

La Proposiciéon 3.5 muestra que existe una relacién, en el caso normal, entre el rango intercuartil y
la desviacion tipica, pero la informacién que nos suministran es diferente: el rango intercuartil mide la
dispersién en la zona central de distribucién mientras que la desviacién tipica mide la dispersién global.
Podemos usar dicha diferencia en los estimadores de o: el estimador (3.2) se verd mas afectado por valores

muestrales situados en los extremos, problema que se soluciona al contemplar el estimador (3.5). Por todo

ello, muchos autores defienden utilizar como estimador de o el valor min {fr, %}[20].
En la se muestra el ejemplo de uso de la amplitud de ventana 6ptima de la Tabla 3.4 para

nuestra muestra de cudsares. Analizando dicha figura se observa que para la ventana 6ptima h = 0.3815

se obtiene una mayor varianza que para h = 0.3. Este resultado se debe a que la variable (el redshift)
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Figura 3.2: Estimacion con kernel Epanechnikov para 1000 cuédsares de la muestra de la campana SDSS. La ventana
Optima en el caso normal se muestra en color morado

no tiene por qué seguir una distribucién normal (como es en este caso), por lo que la ventana 6ptima
propuesta no se corresponde con la ventana éptima efectiva, aunque nos proporciona una aproximacion a

la misma.

3.2.3. Elecciéon por métodos plug-in

Por métodos plug-in entendemos una serie de procedimientos encaminados a estimar el factor desco-

nocido de la expresién de la ventana 6ptima (2.16), es decir, estimar el término R (f).

Método 1. El primer modelo fue propuesto por Scott, Tapia y Thompson en 1977[19], y se basa en un
proceso iterativo. Comenzamos introduciendo un valor arbitrario para nuestra anchura de ventana, por
ejemplo hi, bajo el cual realizamos nuestra estimacién de la funcién densidad que denotamos fK,l ().
Utilizamos dicha estimacién para calcular R (f) como R ( fKJ), que introducimos en la expresién (2.16),
para obtener un nuevo valor hg. Realizamos el proceso nuevamente hasta obtener un valor h,41 que

verifique |hp41 — hyp| < S, donde S es un valor que se prefija como precisién. En la iteracién n-ésima

n n

tendremos:

que introducimos en (2.16) para obtener:

=

SO B (y) dy L6
(fff,o v K (y) dy>2 (Z?ll S o K (%) K" (%) dm)

thrl =
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De la expresion (3.8) observamos que el trabajo computacional aumenta claramente con el tamano de la
muestra m como consecuencia del doble sumatorio presente. Por tanto, para tamanos de muestra muy

grandes no debemos exigir un nivel de precisién muy alto (es decir, valores de S muy pequenios).

Ejemplo 3.6. Volvamos nuestro estudio sobre la distribucién cudsares en funcion del redshift. Como es
necesario calcular una derivada de orden 2 del kernel, ya no utilizaremos la funcién Epanechnikov. De
acuerdo a los datos de la Tabla 2.3, utilizaremos la funciéon Triweight, la funcién de mayor eficiencia para

la que podemos determinar las derivadas necesarias. Calculamos entonces:

K ()= 5 (1= a?) Ty () = K7 (@) = 50 (1= ) (502 — 1) T (2)

Y por otro lado:

/ K" (x _th)K” <$ _hXj> de = hh/ K" (z) K" (z— X=X ;Xz> dz

. . . . X, —X; . -
Para simplificar los calculos denotaremos la cantidad —4— = t;;, de esta manera, el cdlculo de R, se
n

puede expresar como:

. 1 m m )
o= e o [ KR!ty ds =

noj=1j=1Y"

1 105 > 2 2 2 2
- (0] ) -2 (1 — (2 —ti)) ) (522 1) (5 (2 —ti;) ) 1y (2) Iy q) (2 — tig) d2
n ij=17 7%
El producto de las funciones indicador se puede expresar como:

Ty () Ioryy (2 = tig) = Io1,0) (2) Io1ey 144, (2)

Como ambas funciones indicador estdn asociados a intervalos de la misma longitud (¢ = 2), estudiando

las posibles intersecciones de los conjuntos, dicho producto toma la forma:

I10) () Iagtg ) (2) = Toage; 1) (2) Lo,y (tig) + 1,141 (2) Loo,0) (Big) — I1-1,1) (2) Lgoy (i)

Es necesario afiadir el dltimo término para el caso en el que i = j, ya que la situacién i = j (t;; = 0)
lo estamos contemplando dos veces. De hecho, dicho valor no dependerd de h,, motivo por el cual en
posteriores revisiones del método optaremos por omitir este término de la estimacién. Retomando la

integraciéon, para cada uno de los términos en los que descomponemos el producto de intervalos obtenemos:

A 1 (105 [ 1 0 . 5 5 )
n ij=1
L (2569, — 36017, + 201665, — 67206 — 576062, + 512) I ty) — DL (44502 Iy (8
+@( ij ij + ij — ij — 5 T512) [72,0](13)—%( — 45t3;) Iioy (ti;)
Los resultados del método se muestran en la . Fijando una precisién S = 107! se obtiene una

anchura de ventana h = 0.4 + 0.1 mientras que para una precisién S = 107> se obtiene h = 0.23572 +
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0.00001. Estos valores los podemos comparar con la anchura de ventana referida a la distribucién normal
(Subseccion 3.2.2), que establece h = 0.640746. Observamos entonces que para una precision relativamente

pequena, el método refina considerablemente la estimacion referida a una distribucién normal.

Kernel Triweight

k=
S -
e
o
— Muestra completa
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Figura 3.3: Ejemplo de la anchura de ventana obtenida por el método plug-in basico para una muestra aleatoria
de 1000 cuésares. La funcién de densidad para la muestra completa se ha determinado con la anchura
de ventana referida a la distribucién normal. La curva en color rojo se corresponde con la anchura de
ventana para una precisiéon S = 10~!, mientras que la de color verde para una precisién S = 107°.
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(a) Evolucién de las iteraciones necesarias para la  (b) Tiempo computacional empleado para la ob-
convergencia de la anchura de ventana. tencién de la ventana 6ptima.

Figura 3.4: Computacion de la anchura de ventana Optima para una anchura inicial de A = 5. El parametro S
denota la precisién bajo la que se quiere la convergencia de la anchura.
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Uno de los principales inconvenientes de este método, y de todos los refinamientos posteriores que
explicaremos, es el trabajo computacional que requieren. La (a) muestra que el nimero de
iteraciones para una precisién S = 107! es de 4, mientras que para una precisién S = 1076 es de 39.
Sin embargo, aunque son pocas iteraciones, en cada una de ellas se realizan una gran cantidad calculos
porque hay que recalcular el valor R,. De esta manera, la (b) muestra que para la realizacién
de esas 4 iteraciones invertimos un tiempo de 45s, mientras que en la realizacién de 39 iteracciones, el

tiempo invertido es de 525s.

Método 2. Un procedimiento alternativo fue propuesto por Hall y Marron en 1987[6], que utiliza la

convolucién de funciones para estimar el funcional R (f).

Definicion 3.7. Dadas dos funciones f y g integrables, se define la convolucién de f con g, denotada por
f#*g(t) como:

frglt /f 9o —t)da

Iniciamos la busqueda de la ventana 6ptima con una estimacién de la funcién de densidad con la
anchura de intervalo genérica h, de manera que empleariamos fK,h para estimar el término R (f).
Partiendo de la expresién (3.7), realizando el cambio de variable z — X; = hy, podemos expresar la

estimacién R ( fK,h> en términos de convolucién de funciones como:

R (th) = ﬁZZK” * K" (Xj ;XZ)

i=1 j=1
como los indices ¢ y j coinciden en un total de m-veces, entonces podemos realizar el desarrollo:

R(fK,h) 1h5KH K" (0 2h5ZZK” * K" <XhX> (3.9)

i#]

La expresién (3.9) muestra que el primer sumando no depende en absoluto de la muestra, por lo que la
estimacién R se puede mejorar, simplemente omitiendo dicho término, que Unicamente contribuye en su
Sesgo.

Hall y Marron proponen entonces como estimador:
N . 1
R(F) = R( ) - R(K 3.10
(f) frn) = s R(K) (3.10)

Sin embargo, la anchura de ventana h que optimiza el estimador R (f) es distinta de la anchura éptima
h que se deduce en (2.16). Podemos expresar esta discrepancia en términos del cociente entre el valor de
h que minimiza el MISE (de aqui en adelante denotado por h = hyrse) y el valor de h que se obtiene

como éptimo para estimar R (f) (de aqui en adelante denotado por hpr), definido como:

hpr —hyvise

3.11
hvise (3:11)

En 1990, Park y Marron[12] propusieron utilizar como amplitud de ventana en (3.10) el valor hp; que
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optimiza el ratio que acabamos de definir. Sin embargo, este procedimiento les llevé a una relacién entre
ambas anchuras en la que vuelve a aparecer un término dependiente de la funcién de densidad real f,
de manera que nos veriamos obligados a proceder como en la Subseccion 3.2.2: aproximar la funcién
de densidad por un modelo conocido (por ejemplo, la distribucién normal); estimar los pardmetros del

modelo (en el caso normal, i y o); introducir todo ello en la expresion y obtener asi el valor final de h.

Otro procedimiento distinto a estos dos anteriores es el presentado por Hall, Sheather, Jones y Ma-
rron en 1991[7] que, utilizando funciones kernel con restricciones adicionales a las cinco consideradas

originalmente, consiguen un mayor orden de convergencia del sesgo, y por tanto, del MISE.

(4

Proposicién 3.8. Sean X una variable aleatoria con funcién de densidad f € C* y con f (0) =

f(” (—00) = 0 Vn € N, una muestra aleatoria simple suya (X1, Xo, ..., Xin), una funcion kernel K que

verifica las condiciones:

9) /mng(y)dy:O

—0o0

h) / Y K (y)dy = Vigs < 00

—0o0

Y fK el estimador asociado. Se verifica que el MISE toma la expresion:

“ o h4 h6
MISE (i) = o [~ K2y + SLVRR() - GVieviata () 4o (o +08) (312

donde Rs (f) == [ (f" (2))? da.

Demostracion. Calculamos la esperanza del estimador, que viene dada por:

B (i @) :T;hiE<K<$_hX>> [ k() s = [ k@@=

[e.e]

como por hipétesis f € C4, realizamos un desarrollo de Taylor cuando h — 0 hasta orden 4:

thZ
2

h4g4

_ P hy
24

f'(@) = —=—f"(x) +

B (fx @) = /_ Z K (3) [f () = hig " (x) + . f +o (h“)] dj

y haciendo uso de las condiciones a), d) y e) de las funciones kernel, asi como de las condiciones g) y h)

de las hipdtesis, obtenemos finalmente:

A 2 4 .
E (fi (@) = f (2) + % " (x) Vi + ’;—4 ) () Vica + o (h*)

Por lo tanto, el sesgo del estimador vendra dado por:

R h? hd
sesgo (fK (m)) = ?f” () Vi + ﬁf“’) () Vka+o (h4) (3.13)

El céalculo de la varianza es el mismo que el presentado en la Proposicién 2.14, por lo que el MSE del
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estimador vendra dado por:

mh
(3.14)

R o0 4 6 A
MSE (fi (0) = o @) [ K2+ (7 @) VR + G (@) £ @) Vit (04 )

e integrando dicha expresién, obtenemos el MISE como:
o0

_ 1 > 2 h4 2

—00

(7 @) o+ Svicvica [ 77 @) £ @yde-+o (41
Por hipétesis, f™ (00) = f™ (—o0) = 0, con lo que podemos observar entonces que:

[ @@= @@l - [ @) = [ @)
con lo que concluimos que:

(e 9] o0

_ 1 > 2 h4 2

—00

6
(f” (17))2 dx — ;VKVKA/

—0o0

(f" (x))" dz+ o <T;h + h6> =

mh

L[>~ _, Rt RS 1 6
= h _OOK (y)derZVKR(f)*ﬂVKVKAR?,(f)ﬂLO —+h
O

La Proposicién 3.8 permite considerar més términos en el desarrollo en serie gracias a la introduccion
de las condiciones g) y h). Dichas condiciones son una extensién de las condiciones d) y e) a los momentos

de orden 3 y 4 de las funciones kernel.

Definicion 3.9. Toda funcién kernel que verifique las condiciones

g)/ VK (y)dy=0 ; h)/ Y K (y)dy = Vika < 00

—00 —0o0
se denomina funcion kernel de sequndo grado

Corolario 3.10. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.8, la anchura de ventana que minimiza la parte

asintdtica del MISE, h, es una raiz de la ecuacion:
Az =Bz’ +C =0

con A := M, B:=VER(f) yC:= %ffoooK(y)dy

Demostracion. De acuerdo a la Proposicién 3.8, la parte asintotica del MISE viene dada por:

MISE(f) l/DOKQ()d +h—4V2R(f)—h—6VV Rs (f)
K mh | y)ay 4 VK 24KK,43

Para obtener los valores que optimizan dicha expresion, la derivamos:
d 5 I h®
—MISE =—— K2 (y)dy + h*V2 - —
MISE (Fi) = = [ K2 ) dy+ WOVER(P) = T ViVicaRa ()
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e igualando a 0, obtenemos finalmente:

1 00 - 5
d / K (y)dy + FPVER(S) — " VicVieaRs (f) = 0 =
mh? J_eo 4

1 [ . h
[ KRy = BVER() + T ViVicaRa () =0
O

El Corolario 3.10 pone de relieve dos problemas que surgen al intentar mejorar el orden de convergencia
del MISE:

1. A diferencia de la expresion (2.16), en este caso es imposible una expresién analitica para h ya que

es raiz de un polimonio de grado 7 con coeficientes A, B y C no nulos.

2. Al problema inicial del desconocimiento del término R (f) ahora se le anade otro término R3 (f)

cuya dependencia con la funciéon de densidad real hace que lo desconozcamos también.

Método 3. El método propuesto por Hall, Sheather, Jones y Marron en 1991[7] busca solventar los dos
problemas anteriores. Para ello, recupera la idea inicial de Hall y Marron, con la que podemos estimar
las cantidades R (f) y Rs (f) mediante el uso de la funcién de densidad estimada fx (). Asi, podemos

definir entonces una estimacién para la anchura de intervalo 6ptima dada por[7]:

- J2 KXy |t VK,4R3<fK) S0 K2 (y) dy

it = VZR (fK) mer 20V R (fK> VZR (fK>

. [T K2 (y)dy . VkaR3 (fK)
con J| i:= —F—— g =%
VER (fx) 20VicR ( f)

Ahora comprobaremos que la anchura 6ptima propuesta en efecto es una buena aproximacién (asintética)
para la anchura 6ptima. En primer lugar, calcularemos la derivada del valor aproximado asintético del
MISE:

d 5

1 9 31,2 h
%MISE: _Tnh’Q/ooK (y)dy +h°VgR(f) — ZVKVKAR?’ (f)

Como la expresion (3.15) depende del tamano de muestra m, podemos realizar las aproximaciones:

- 2 .
mthi? ~ J; “m5 — 2Jom
73 23 3 7ofoo—1
Wy ~ JPm™5 + 3J1Jom

il5H ~ jlmil

—
Introduciendo estas aproximaciones en lo que seria la derivada de la estimacién MISE, tendremos entonces:

d —
—MISE
dh 7

hrr

A2 A A o A3 A A ~
o~ <J1 Sm - 2J2m_1> AVER (fK) + < 2 3J1J2m_1> V2R (fK> -
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—5Jim L, VER (fK) —0

de lo que deducimos que la estimacién introducida en (3.15) para la anchura de ventana es una buena

estimacién asintética.

Por ultimo, conviene que justifiquemos el uso de desarrollos matematicos tan sofisticados como el
anterior, que conllevan a un incremento en la cantidad de términos que requieren de estimacion. De
acuerdo al cociente que definimos en (3.11), buscamos que ambos valores hpr y harrse se acerquen lo
maximo posible, es decir, que el cociente se aproxime a 0. Para el método introducido por Hall y Marron
inicialmente en 1987, se obtiene que dicho ratio se comporta como m~16 [6], lo que indica que tiende a 0
si el tamano de muestra es muy grande, pero lo hace de una forma lenta. Sin embargo, al contemplar la
estimacién de (3.15), entonces se obtiene que el ratio se comporta como m_%[ﬂ, lo cual quiere decir que

converge mas rapidamente.

3.2.4. Elecciéon por sobre suavizacion

En la anterior subseccién, analizamos procedimientos para estimar el funcional R (f), necesario para
el calculo de la ventana 6ptima. Ahora nos conformaremos con realizar una acotacion de dicho valor ya
que, de acuerdo a la expresién (2.16), una acotacién inferior sobre el funcional R (f), nos permite obtener
una cota superior para el tamano de ventana éptimo. Para afrontar este problema, nos basaremos en el

resultado presentado por Terrell en 1990[18].

Teorema 3.11 (Teorema de Terrell, 1990). Sea una funcion de densidad f de media nula y de desviacion

tipica la misma que presenta la funcion triweight, entonces se verifica:
R (f) > R (triweight) (3.16)
Demostracion. Definamos la funcién diferencia entre f y la funcion triweight:
e (@)= f (@)= = (1-2%) 1y (@)

Como la funcién f y la funcién triweight verifican la condicién b) de funcién de densidad, tenemos

/ooe(x)da::/Zf(x)dx—/l2;(1—x2)3dx:1—1:0

—00 —1

entonces:

y como por hipétesis, presentan la misma desviacién tipica (el mismo momento de segundo orden), también

verifican: )

/OO xze(x)daﬁ—/oo x2f(x)dx—/1 §x2(1—x2)3da::a2—02:0

—00 —00 -1 32
Ademas, en R\ (—1,1) la funcién e (z) es positiva ya que coincide por construccién con f (z).

Calculando la derivada segunda de e obtenemos:

105

105 105 , 105
16

(1- x2)2 + z? (11— x2)] Ii_iq) (x) = f" () —— -1+ 622 — 5x4] Iy (7) =

(@) = 1" (a)- | ; o
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105

[ (@) =" (@) + 5 [-1+ 62 — 5] Iy 4 (x)

R 2 dr = X n 24 * (105)° 2 472 d
. (f"(z))" do = - (¢" ()" dx + 1 [—1462° — 52| " I1_q 3 (z) da+
+ 2/ e’ (x) % [—1+ 627 — 527 Iy (z) de =

. . > " 105 2 4
R(f) = R(e) + R (triweight) + 2/ e’ (x) 16 [—1 4 62° — 5" Iy (z)dz

Por construccién, tenemos:

R(e) := /OO (¢" (:U))2dac >0

—00

%) 1 2
R (triweight) := / (1065) -1+ 622 — 5934]2 Iy (x)dz >0

luego si demostramos que el tercer sumando es positivo, tendremos probado el resultado (3.16).

Observamos que:

oo .
1 1 1 1
= % [6, (z) (-1 + 62 — 5z%) ‘171 - / (122 — 202°) €’ (2) daz} = 25/ (52° — 3z) € (z) dz =
1 1

105 1

1 [e(m) (52° — 3:1:)‘1_1 —/

1
g (152* — 3) e (2) dw] = % le(1)+e (—1)]+315/ (1 —52%)e(z)dr =

1),

:105[e(1)+e(—1)]+315/00 (1—5362)6(96)61“/ (527 — 1) e (2) dx

2 g 4 J_ o || >1

=A =B ;ZC

El término B es nulo por los cdlculos iniciales sobre la funcién e (z):

o0 oo
/ e(x)dx:/ re(r)der =0= B =0
—00 — 0o
y los términos A y C son positivos ya que:
e(x) >0V |z|>1=A4>0

(522 =1) >0V |z| > 2

S

= (522 —1)e(z) >0V |z[>1=C>0
e(x) >0V |z|>1
O
Las hipétesis del Teorema de Terrell, ademés de ser bastante restrictivas, requeririan de un conoci-

miento previo de la funcién de densidad. No obstante, dada la forma del funcional que deseamos estimar,

R (f), podemos aplicar propiedades de la esperanza y de la varianza para generalizar el resultado (3.16).
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Proposicién 3.12. Dada una funcion de densidad f se verifica que:

R(f) = R (triweight) (3.17)

24305

siendo o la desviacion tipica asociada a f.

Demostracion. Para aplicar el Teorema 3.11 a la funcién f debemos verificar en primer lugar que la

esperanza de dicha funcion sea nula. La esperanza asociada a dicha funcién vendra dada por:

por lo que desplazando la variable aleatoria como X — E (X), pasamos a trabajar con una variable
de esperanza nula y cuya funcién de densidad serd f (x + E(X)). Como la transformacién supone una

traslacién, se verifica:

> 2 o 2
RiD= [ (@)= [ (1@ BX0) s
es decir, el cambio de variable no afecta al funcional R (f).

La segunda condiciéon para aplicar el Teorema 3.11 es que la funcién de densidad f tenga la misma

varianza que la funcion triweight, que es:

1

35 3 1
2 2 2

o5 = °— (1 —2%) dz = -
tre /1 32( )

Realizando el cambio de variable y = 5= la funcién de densidad pasard a ser g (y) = 30 f (30y). Esta funcién
g cumple las hipétesis del Teorema 3.11, por lo que tendremos entonces que R (g) > R (triweight). Y por

ultimo, calculamos el funcional para la funcién g en funcién de R (f) como:

R(g) = /m (30)° (" (B0))’ dz = (30)° /m (£ ()" dy = 2430°R (f)

oo 3oz=y 0
de donde se obtiene el resultado. O

Corolario 3.13. Sean X una variable aleatoria con funcién de densidad f € C2, una muestra aleatoria
simple de dicha variable (X1, X2,.., Xm) y fK el estimador kernel asociado a una funcion kernel K.

Entonces, la amplitud de ventana que minimiza la parte asintdtica del MISE wverifica:

1
5 -

h [jo‘;o K2 () dy] ’ 3om™ hos (3.18)

h <
35V2
stendo o la desviacion tipica de la variable X.

Demostracion. Utilizando el resultado la Proposicién 3.12, e introduciendo (3.17) en el resultado del
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Corolario 2.16 (2.16), obtenemos:

=

=
S

>

3om

VR (triweight)

1
24355 ffooo K2 (y)dy|®5
" VZR (triweight)

[0 K2 (y) dy ]

Y por otro lado, calculamos el funcional:

11052

T [+ 62” — 5] dw = 35
1

R (triweight) = /

demostrando asi el resultado. O

Nuevamente la desviacién tipica asociada a la funcién densidad real no la conocemos, por lo que
tendremos que recurrir a una estimacién de la misma, como discutimos en la Subseccién 3.2.2.

El valor obtenido en (3.18) es una cota superior para el tamano éptimo de ventana iLOS, por lo que el
procedimiento se puede mejorar tomando fracciones de dicha anchura definiendo, por ejemplo una sucesién
{iliog}ieN con iblo g = hog2™ y elegimos el mejor intervalo. Este procedimiento es el que hemos seguido
al calcular las estimaciones de la donde se observa que, comparando la muestra completa y la

muestra seleccionada de 1000, la mejor anchura viene dada por hpg2~' = 0.2474.

Kernel Epanechnikov

05
I

04

Funcién densidad
0.3
|

0.1

00
I

Redshift (z)

Figura 3.5: Estimacion para la funcién de densidad con el intervalo éptimo (3.18). Para la muestra de 1000 cudsares
obtenemos hpg = 0.4948.

3.3. Eleccién por validacién cruzada

Bajo este epigrafe englobamos una serie de procedimientos cldsicos para abordar la eleccién de la
anchura de ventana optima h. Son tantos los métodos propuestos en este campo, que nos centraremos en

el estudio de los siguientes:

41



Algunos métodos estadisticos aplicados a la astrofisica 3. Seleccién de ventana 6ptima

= Validacién cruzada por méaxima verosimilitud.
= Validacién cruzada por minimos cuadrados

= Validacién cruzada por sesgo

= Validacién cruzada suave

= Validacion cruzada indirecta

3.3.1. Validacion cruzada por maxima verosimilitud

Como su propio nombre indica, este procedimiento considera la funcién de verosimilitud asociada a la
muestra aleatoria simple, L = [], f (X;), y busca la anchura de ventana que la maximice. Dicha funcién
representa la credibilidad de la muestra bajo la densidad, pero como estamos realizando un analisis no
paramétrico, desconocemos la forma que toma la funciéon f, por lo que tendremos que recurrir a una

estimacién.

Definicién 3.14. Sean una muestra aleatoria simple (X1, X2, ..., Xpn) y fr €l estimador kernel asociado

a la funcién K. Se define el estimador de la funcién de verosimilitud como:

Lk = Hf;{h (Xi) = m H ZK <X12X]> (3.19)
i=1

i=1 jsi

En el estimador (3.19), la funcién fj; , muestra la simplicacién que hemos realizado en la expresién
b
como consecuencia de que al evaluar en los datos de la muestra se tiene (X; — X;) = 0 que sera un término

constante. La ventana éptima h sy, serd aquella que maximice esta verosimilitud. Algunos autores prefieren
1

trabajar con la funcién SC (h) = ([A/hyK) E, cuyo maximo serd el mismo que el de la funcién IA/h,K.

Proposicién 3.15. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xo, ..., Xm) y fK el estimador kernel aso-
ciado a la funcion K € C. La amplitud de ventana harr, que mazimiza el estimador de la funcidn de

verosimilitud asociada a la muestra verifica:

m > K (Xj_X]) (Xj — Xi)

har

P Z];él K (X«L*Xj)

harr

(3.20)

Demostracion. Buscamos el maximo del estimador (3.19). Teniendo en cuenta la monotonia de la funcién
logaritmo, el trabajo es mas sencillo si recurrimos a la expresiéon logaritmica de nuestra estimacién de la

funcién de maxima verosimilitud:

Uk = Zlog Z K <XZ;X]) —mlog[(m — 1) Al (3.21)

i=1 i

puesto que los maximos de sendas funciones seran el mismo. Para obtener dicho maximo, calculamos la
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derivada de ¢, k e igualamos a 0:

d j m
—Ah K =h2 _
dh e ; YK (Xl X]) h
Xi—X;
0=h2 - ZH&’ , ( BAILJ> (X; — X) m
— "ML X;—X 7
i=1 >t ( BML]> harr
K Xf—Xf)
2 ( har (XJ Xi)

O

La expresién que acabamos de deducir no tiene dependencia en la funcién de densidad real pero,
desgraciadamente, salvo casos muy simples, es imposible obtener una expresiéon analitica para la ventana

optima, y es necesario recurrir a calculo computacional, el cual se puede volver muy pesado.

3.3.2. Validacion cruzada por minimos cuadrados

Este método considera una nueva funcién que también permite evaluar la calidad de la estimacion

realizada, el error integral cuadrético (de aqui en adelante ISE).

Definicion 3.16. Dado un estimador funcional, en este caso de la funcién de densidad f , el ISE del

estimador se define como:

[e.9]

ISE (f) :/_

En concreto, el ISE para el estimador kernel vah viene dado por:

(f(x)—f(w))zdfc:/_Zf2(:v)dw—2/_Zf(ff)f(x)dx+/_i:f2(w)dx (3.22)

o0

N (fK,h(@—f(m))2dx_/_Zf;h(x)dx—2/_Zf(x)fK,h(x)dx+/:f2(x)dx

1SE (fer) = [
B (3.23)

El método de validacién cruzada por minimos cuadrados busca minimizar este valor. Observamos que el

o0

iltimo término no depende en absoluto de h, por lo tanto, en nuestro objetivo de minimizar el ISE sélo

tendremos que minimizar la expresién dada por:

180 =188~ [ F@de= [ fa@d=2 [ f@in@do= [l do =28 (fi)
(3.24)

Proposicién 3.17. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xa, ..., Xim) y fK el estimador kernel asociado

a la funcion K € CO. El estimador de la funcién LS (h) viene dado por:

ﬁ(h):@iiK*K<W>2%ml_liZK(W) (3.25)

i=1 j=1 i=1 j#i
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Demostracion. En primer lugar, podemos observar que el primer sumando de LS (h) no requiere la esti-

macioén de f. Desarrollando este primer sumando obtenemos:
X .
J > dr =

:m2h2zz/ ( >K<l’—hXj>dx (_hlmzhzz/ K (2 ( XJ;Xi)dz

i=1 j=1 =1 j=1

1 & X — X;
:m?h;;K*K<]h >

La estimacién se centra entonces en la esperanza de la funcién de densidad estimada fx j (2). Para ello,

utilizaremos la propia funcién de densidad estimada, lo que nos conduce a la expresién:

B (fin) = ZZK(X =)

i=1 j#i
con lo que:
—~ . 1 1 & X, —X;
LS(h) = 2 der —2———— g —— 2
S = [ a2 LS SR (F) (3.26)
i=1 j#i
1 e X; - Xi 1 & X, - X
_ K x K J Y _ o~ - K ¢ J
i 2 2 K < h > D D) D < h >
i=1 j=1 i=1 j#i
O

Proposicién 3.18. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xa, ..., Xim) y fK el estimador kernel asoctado

a la funcion K. La amplitud de ventana his que minimiza el estimador de la funcion LS (h) verifica:

X;— X;
N S Kk () 0 - X+ 2y v K (K

hrs =

jj) (Xi — X;)
Xi—X; X;—X
ZfllszlK*K(,i )—m zlzj;éz ( 7 ])

LS hrs

(3.27)

Demostracién. El estimador LS (h) viene dado por (3.25). Para determinar la amplitud de ventana que
lo minimiza, debemos calcular la derivada de dicho estimador respecto de h e igualar a 0. Para ello, en

primer lugar conviene observar la siguiente propiedad de la convolucién:

Glrea@ =5 [ t@aa-ni= [~ Ll@aa-old-

/f (a+t)de = —f g (1)
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Por lo tanto, la derivada del estimador LS (h) seré:

d%LS( 22ZZK*K<X X) m2h3§:§:K K’(XhX>(X X))+

i=1 j=1 =1 j=1

+mh2 —1) ZZK( ) th(;_l)iZK/<)Q;Xj>(Xi_Xj)

=1 j#i =1 j#i

E igualando a 0 obtenemos:

Oz_m;ﬂ iiK K(X X>+m223 iiK K’(Xh X)(X X))+

hrs LS i=1 j—1 LS

kg m—1) m—1) ZZK( hrs )erﬁ?is —1) ZZ ( his )<X Xj) =

=1 j#i i=1 j#i

X, —X; i
i][ ZZlETle*K/( }ZZLS )(X]_XZ)+ 21” i= IZ];«&ZK/( BS )(X X)
X, —X; i—X;
Z&Z%K*K(;ﬁj)—ml zlzﬁéz ( his )

O

Esta expresion de la estimacién de la anchura de la ventana éptima que minimiza el ISE presenta los
mismos problemas que la deducida en (3.20): es necesario recurrir a cdlculo computacional que se puede
volver muy pesado para tamanos de muestra grandes y ademds presenta una gran variabilidad en funcién

de la muestra.

3.3.3. Validacién cruzada por sesgo

Este método retoma el problema de minimizacién de la parte asintética del MISE (2.15). Para ello, al
igual que en los métodos plug-in realizaremos una estimacién del término desconocido R (f), dada por la

expresion (3.10), es decir, utilizaremos:
» 1 - " 1" Xj - X
Rf):WZZK w K S (3.28)
i=1 j#i

En lugar de seguir el proceso iterativo que caracterizaba los métodos plug-in, introducimos dicha

expresion en la parte asintética del MISE, de lo que se obtiene la funcién BC (h) que intentamos minimizar.

Definicién 3.19. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xo,..., X;n) y fK el estimador kernel asociado

a una funcién kernel K € C2, se define como estimador de la parte asintética del MISE la funcién:

BC (h) = m2hZZK” * K" (”) / K2 (y (3.29)

i=1 j#i

Este método combina parte del procedimiento de los métodos plug-in pero, en lugar de seguir un

proceso iterativo, busca la amplitud de ventana que minimiza el estimador (3.29).
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Proposicién 3.20. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xa, ..., Xim) y fK el estimador kernel asociado
a una funcion kernel K € C3. La amplitud de ventana hpc que minimiza la funcion BC (h) verifica la
ecuacion:

s, 5, K K (S 0, X
Vi

dm Lai= 1Z]¢1KH KH( — ¢)+fmeK2(y)dy

Demostracién. Dada la funcién BC (h) (3.29), buscamos la amplitud de ventana h que la minimice. Para

hpe = (3.30)

ello, calculamos en primer lugar la derivada de la funcién:

d 1" 1" '_Xi 11 " X X
L 1) =~ vy 35w s (B L Ve §E s g o (B
1=1 j#i i=1 j#i
1 /OO 9 Vi S " m (X5 —Xi
- T Rgay - LS ke (5K (1 - x
mh? J_ 4mQh%CZ rr hpc
" K | 2
SRS S e (B [

i=1 j#i

e igualando a 0 para obtener los puntos criticos se tiene:

VeSS (S5 g

BC i=1 j#i hBC

_m;BC ZZK” v K" () / K2 (y)dy| =0 =

i=1 j#i

Vi \m o pen " Xj—Xz) Y.

b T Tk (th (X, — X))
Yy S K K (5 4 K2 (y)d
4m = 1 JF#£i Y

O]

A raiz de estos resultados podemos realizar una serie de observaciones. En primer lugar, a diferencia
del método por méaxima verosimilitud o por minimos cuadrados, el método de validacién cruzada por
sesgo limita el uso de las funciones kernel, ya que se exige una mayor regularidad. Por otro lado, el
comportamiento de la funcién BC (h) muestra que, en determinados kernel, la amplitud éptima hpc no

se corresponde con un minimo global, esto ocurre, por ejemplo, cuando empleamos un kernel normal.

Proposicién 3.21. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xa,..., Xim) y fK el estimador kernel asociado

al kernel normal. Entonces se verifica que la funcion BC (h) no presenta un minimo global.

Demostracion. Por hipdtesis, la estimacién se realiza con un kernel normal:

K (z) = \/12?exp (-"’“"22)
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El kernel K € C(*, por lo que podemos calcular su derivada segunda:

K" (z) = \/12? [ — 1] exp <_”;>

por lo tanto, la convolucién K” « K (x) tendrd la forma:
L v (y—a)
K"« K" (z) = — 2_1{ — 2_1} _Z M7 )y
* K (1) = o5 /_ -2 exp | =3 5 y

0o ) ) )
_1/ [y4_2y3x+(xz_l)yQ_y2+2y3:—(xz_l)]exp<_y_M> dy

21 J_ o 2 2
:iexp —x—Q /00[4—23x+(a?2—1) 2yt 42 x—(xQ—l)]eXp —( —£>2 d
o 4 700?/ Yy Yy Y Y Yy 9 Y
I2
eXp\—71 s 4 3 2
21;4)/ [(z—kg) —2(24—%) {E+($2—2)(2+§> +2<z+§)x—(x2—1)]exp(—22)dz
Z:—E — 00
:M i(:c4+123;2+12)—:'3—2(a;2+6)+1(952—2)(:c2+2)+a;2—(:c2—1)
2/ 16 4 4

= L exp —lj [12 — 1222 + a:4]
32/ 4

La convolucion nos permite observar que se trata de una funcién par, con lo que podemos calcular el

limite el limite cuando h — 01 de:

lim S K" K" X=X _ lm ot
h—o+ h h T—>00 32ﬁ

exp (~2) [12 - 120 4 o] =
pl—7 ) [12-12e°+2%] =0

lo que implica:
lim BC (h) = o0

h—0t+

Por otro lado, calculando el limite cuando A — oo, obtenemos:

3 _ ¢ 1 VI%’ ¢ " " 1 > 2 _
hh_)noloBC(h)—hli)n;OE W;;K * K (0)+m/_ooK (y)dy| =0

En definitiva, para que la funcién llegue a tener un minimo global, serd necesario que alcance valores
negativos.

Dada la expresién (3.29), sumando y restando el término ¢ = j, obtenemos entonces la expresién:

VE X; - X; 1 o
BOM) = i SN Kk (B L [T R )y v K7 0)
i=1 j=1 -

en el que, para muestras grandes, la parte dominante es la que acompana el término ﬁ Para la funcién
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kernel normal se verifica que:

4/oo K%(y)d —V2K”*K”(0)—i—i—i>o
WK T U7 32 /7 32/x
de lo que concluimos que BC(h) > 0 para todo h € (0, 00),es decir, no alcanzard un minimo global. [

Es importante resaltar que el resultado de la Proposicién 3.21 no implica que no existan minimos,
pero todos ellos seran locales. Posteriormente, al evaluar estos procedimientos, observaremos que se puede

seguir aplicando el método considerando el minimo local mas cercano a 0.

3.3.4. Validacion cruzada suave

Este método plantea realizar la estimacién directa en el término desconocido del MISE, la integral del

sesgo. Recordamos que el MISE viene dado por:

Var (fK (:c)) dzr + /

o0 o0

MISE (h) = /

—00

sesgo” (fK (a:)) dx =

oo

:/OO Var (fK(ﬂs)> daz—I—/oo E? [fK(x) —f(a:)] dx

—0o0 —0o0
De acuerdo a los cédlculos realizados en la Subseccion 2.4.1, la primera integral no supone ningtin problema
ya que la parte asintética dominante es conocida. El problema se presenta al analizar la segunda integral,
ya que para el calculo de la esperanza es necesario el conocimiento de la funcion de densidad f. El método

de validacién cruzada suave se basa en estimar dicho valor esperado.

Proposicién 3.22. Sean X una variable aleatoria con funcion de densidad f, una muestra aleatoria
simple de dicha variable (X1, Xo, ..., Xm) ¥y fK el estimador kernel asociado a la funcion K. La integral

del cuadrado del sesgo del estimador se puede estimar por:

L1 (52 v

siendo f un estimador de la funcién f.

Demostracion. Nuestro objetivo es estimar el término:

[ sesso? (fic@)) o = [ 82 [fuc @) - £ )]

—0o0 — 00

Si desarrollamos el término de la esperanza obtenemos:

Bl @)~ f@)] =B [fx @] - r0) = [ 1 (U5 sy -1 @)

—00

La estimacién de esta ultima expresién mediante el uso del estimador f nos conduce a:

Bl - @) = [~ x (5) Fwar- i@

—0o0
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que al introducir en la expresion integral obtenemos:

[k (53 Fwan @) a

O]

El método presentado y analizado por Jones, Marron y Park en 1991[9] se basa en particularizar la
estimacién f (conocida como estimacion auziliar o estimacion pivote) por medio de otro estimador kernel
con una amplitud de ventana g (h) dependiente de la amplitud de ventana h bajo la que se realiza la

estimacién principal.

Definicién 3.23. Sean (X1, X2, .., X;,,) una muestra aleatoria simple, nyh el estimador kernel asociado
a la funcién K y a la amplitud de ventana h y el estimador kernel pivote f R asociado a la funcién K y

a la amplitud de ventana g (h). Un estimador de la parte asintética del MISE de th viene dado por:
2

SC(h):Wlm/_ZK%)dH/OO [/OO iK( . )ff(’g(y)dy—fk’g(:c) d (3.31)

—00 —0o0

Al igual que en los anteriores procedimientos, la ventana éptima hsc serd aquella optimice la funcién
SC (h). Como la funcién es un estimador de la parte asintética del MISE, la optimizacién es en verdad
un problema de minimizacién, pero en la préctica se tienen varios problemas, ya que para cada funcién
kernel pivote K y para cada funcién g (h) se presentaran distintos resultados.

Resaltamos que la funcién pivote K no tiene porque ser igual a la funcién de la estimacién principal
K. De hecho, la estimacién pivote nos permite introducir funciones kernel bastante suaves para realizar el
trabajo posterior con una funcién mas sencilla. Este el motivo, por el que se denomina que el método es

suave. Otra forma de ver la suavidad adicional que estamos ganando es mediante el siguiente resultado:

Proposicién 3.24. El estimador anteriormente definido se puede expresar de forma alternativa como:

SC (h) = mh/ K (2)do+ Z;;[(.K*Kg) (K Ki)<XJ;X>
)

() kG| 53

K+ Ky ( / K (y < glh)y—m>dy

Demostracion. Por definicién de estimadores kernel tenemos:
fen= >k
Kh= "1 2
que al introducir en (3.31) nos permite expresar:
1 [ oo > 1 T—y 1 - (y—X;
h) = — K?(z)d K K d
S0t = | 1@t [ [/ooh (%) e S ()
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2
1 - (a: —Xi)
— K dx (3.33)
ma ) 2= % )
Veamos que esta expresion se puede formular en términos de convoluciones.

En primer lugar podemos observar que el sumatorio se puede intercambiar con la integral como
consecuencia de que es convergente al ser finito. Por otro lado, podemos realizar el cambio de variable

z = ygzigi y gracias a la propiedad de simetria f) de las funciones kernel

w () =k ()

obtenemos la expresién:

LS [k (15) - ()]

=A

en donde definimos la convolucién del enunciado, similar a la trabajada con anterioridad pero con un
factor en el segundo término que hasta ahora no se presentaba porque siempre usabamos h.
Para calcular el término A, comencemos desarrollando el término cuadratico dentro de la segunda

integral obtenemos:

% f} [/iK*KZ (w _hXZ) - g(lh)f{ <mg_(fj)(l>u i [;LK*KZ <$ _hXj> - g(lh)f( (xg_(’j)(jﬂ B

2 [ o (59) (5o (52) i (52) (om0 (59)

e ) < Ca)l]

Para realizar la integracion de esta expresion, nos volvemos a encontrar con términos de convolucién, por

She
Y
8
| |
e

LU—Xi

g(h)

lo que realizaremos los cambios de variable u = x_hX" yu= con lo que llegamos a:

m ~
(K*K

A:n;gé;[;/_w (u)) (f(*KZ<u—Xj;)Q)>du

iR (R ey (5= 252) o [ ROR (0= 555 ) o

e
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que podemos expresar como:

S )

Por lo tanto, la funcién SC(h) adopta la forma:

SC(h) = [ K@) dot > [(K*KZ> (R e y) (X;X>

O]

El método de validacién cruzada por minimos cuadrados se basaba en una estimacién de la parte
asintética del ISE, mientras que este método se basa en la estimacion de la parte asintética del MISE.
La diferencia entre ambos métodos es el cdlculo de la esperanza, que no se realiza en el primero. Por lo
tanto, si omitimos esa esperanza (estimada por la funcién pivote ng), es decir, introduciendo la funcién

delta de Dirac ¢ y tomando g (h) = h retomamos el método de los minimos cuadrados.

Corolario 3.25. En las condiciones de la Definicion 3.23, al reemplazar la estimacion pivote por la
funcion 6 de Dirac y tomar g (h) = h, es decir, omitir la esperanza de la parte asintdtica del MISE, se

verifica:

—

SC (h) ~ LS (h)

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicién 3.24, y particularizando para el caso en que g = h 'y
K = 8, se obtiene:

SC (h) = mh/ K2 (z) do + 1]172::2{(5*1()*(5*1()(9;&)

60k (5) o0 (5]

En primer lugar, podemos observar que:

sr90= [ bg@-nde = [ sw+0smd=g(-0

y teniendo en cuenta la simetria de las funciones kernel y delta, se obtiene entonces que:

1 [ 1 X —X; X —X; X —X;
SO = o [ KM@ S5 e (B ) ok (B ) o (B
> i=1 j=1

Realizando la aproximacién bajo la cual m ~ m — 1 y omitiendo los términos diagonales ¢ = j puesto
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que no dependen de la muestra, se obtiene entonces la expresion:

1 [ 1 & X:—X;
o i=1 j#i

e [ () - ()

i=1 j#i

Como en el sumatorio ahora j # i, la funcién § siempre tomara un valor nulo:

R e A R )

i=1 j#i

Y como en m-veces ¢ = j:

égK*K<){J;X> :mK*K(0)+§:ZK*K<Xj;Xi> _

i=1 j#i

:m/_ZKQ(x)dm—s—iZK*K(Xj;Xi)

i=1 j#i

Se obtiene finalmente:

SC(h)Nn;}liiK*K<Xj;Xi> —m(m2_1)h§:ZK<Xj;Xi> = LS (h)

i=1 j=1 i=1 ji

3.3.5. Validacion cruzada indirecta

Este método ha sido propuesto recientemente por Savchuk, Hart y Sheather en 2010[15]. Los autores,

definen una familia de funciones K que suponen una combinacion particular de funciones kernel normales.

Definicion 3.26. Sea K la familia de funciones definidas por combinacién de kernels normales:

1 z? w1 x?
— )= R : > .
K {(1+u)mexp< 2> . 27Texp< 202) ,u_0,0>0} (3.34)

Cada elemento K queda determinado por los pardmetros i y o, por lo que se denotan como K, , € K.

En la se representan distintos ejemplos de funciones de la familia K. Podemos observar que
el kernel normal es un caso particular, en el que se toma y =0y o = 1. Por otro lado, podemos observar
que para determinados parametros, las funciones K, , pueden tomar valores negativos. Es el caso de las
funciones K32 y K3,05. Como nuestro objetivo es utilizar dichas funciones para estimar la funcién de

densidad, debemos encontrar una subfamilia de funciones dentro de I que nos sirva para este proposito.
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Ejemplos de funciones K.

=
—

I‘(llG

— p=0 o=1
pd i :1:3 5=05
' — p=3 c=08

— p=3 o=2

n=4 =09
<
<

[=7]
~
[p¥]
o Jo
[h¥]
i
[=7]

Figura 3.6: Ejemplos de funciones pertenecientes a la familia IC para diferentes valores de y y o.

Definicion 3.27. Dentro de la familia de funciones K definimos la subfamilia:

1 x? w1 x? W
{01 S IR 2 ) a0, Fo<o<i .
Kest {( —|—,u)\/%exp( 2) 5 27rexp< 202) w>0, l—i—,u_a_ (3.35)

cuyas funciones verifican que son positivas en todo’ R.

Proposicion 3.28. Sea K, , € Kest. Se verifica que K, , es una funcién kernel.

Demostracion. En primer lugar, demostraremos que se verifica:

)2
KM’O—(.%')ZOVI' = mgggl

La funcién K, , pertenece a la familia IC, luego toma la expresién:

1 x? w1 x?
K =(1 S I o =
o () = (14 p) 77Te><p< 2)  Tom eXP( 202)

Los pardmetros 1 y o son positivos, por lo que sabemos que se cumple:

Kpo () 20 (1+p)

(D)t hen( £)-
exp | —— = exp [ ——
o P 2 ) 7 o2 P 202

2 2 2
W x T I x 1
1 > = ——t =& 0o> — | = -1
( +,u)_0_exp< 5,2t 2> 0_1+Mexp< 5 <02 >)

Si analizamos el argumento de la funciéon exponencial, podemos observar dos casos: ¢ > 1y o < 1.

"La demostracién a este resultado se presenta en la Proposicién 3.28.
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. 2 ., . [
Consideremos que o > 1, entonces —%- (% — 1) > 0 Vz. Por lo tanto, la funcién exponencial tomara

valores superiores a 1 a medida que crece |z|. Existird un valor x > 0, tal que V |z| > &:

2
" T 1
—— —— = -1
1-JrueXp< 2<<72 >>>U

luego la funcién K, , () < 0 V|z| > . De lo que se concluye que necesariamente o < 1.
. . . . 2
Como necesariamente o < 1, el argumento de la funcién exponencial verifica que —%- (% — 1) <0 V.
Por lo tanto, la exponencial tomara valores en (0,1]. Como buscamos que la funcién K, , sea positiva

para todo x, tomaremos la cota superior de 1 para la funcién exponencial de lo que deducimos:

En conclusion:

Kuo(x)>0Ve & Focs<t

I+p = =
por lo que se verifica la propiedad a) de la Definicién 2.11 y motiva la eleccién de la subfamilia de la
Definicién 3.27.

Para demostrar que es una funcién kernel veremos que verifica las 5 propiedades restantes de la
Definicién 2.11. Podemos observar que toda funcién K, , se puede expresar como una combinacién de la

funcién kernel normal Ky dada por:

T
Kﬁo@0=(1+u)KN@0—gkw<;) (3.36)
Teniendo en cuenta que la funcién Ky verifica las propiedades b), ¢), d) ,e) y f) de funcién kernel,

obtenemos:

o0

b)/ZK@A@dw—O+ﬂX/:KN@Mx—Z/ RW(j%m—(LHU—M/maKN@My—l

—c0 0 J-x

¢) 3k t.q. /x|<ﬂ Ko (x)de =1+ p) Ky (z)dz — K /|:r<n K, (£> dr =

|x|n g g

=ﬂ+u)||KN@ﬁM—M/| Kn(ydy~l+p—p=1
zs yl<E

d)/waWJMdm:UﬂﬁO/maﬂWCwip—Z/meN(?%h:—wo/myKN@ﬁwzo

g

) [ Kua@do =t p) [ PRyt [ (D) do = w-not [ ok )y
=14 p—po? < oo
1) Epo (~2) = (14 @) Ko (—2) = ERy (<) = (04w Ky (@) = EKw (D) = Koo (@)
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Como se comenté anteriormente, K32y K35 toman valores negativos justificados por la Proposicién
3.28. En la funcién K3 el pardmetro o = 2 > 1, por lo que presenta colas negativas como se justifica en

la demostracién de la Proposicién 3.28. Por su parte, en K35 el parametro o = 0.5 < 0.75 = ”il, por lo
que toma valores negativos en la region central. La subfamilia de funciones K4 serd por tanto el conjunto
de interés para desarrollar nuestro método, para ello veremos que todas ellas son funciones kernel.

El método de validacion cruzada indirecta comienza seleccionando una funcién de la familia KC.g.
Por la Proposicién 3.28, podemos aplicar el método de la validacion cruzada por minimos cuadrados
(Subseccion 3.3.2), de lo que se obtiene una anchura de ventana h LS,u,0- Esta anchura es utilizada para

determinar la anchura h;c por medio de la relacién existente entre las anchuras tedricas.

Proposicién 3.29. La anchura de ventana hx que minimiza la parte asintética del MISE del estimador
asociado al kernel K, o € Kest y la anchura de ventana iLN que minimiza la parte asintdtica del MISE del

estimador asociado al kernel normal verifican la relacion:

Ut

\/§ 2
I Rl
= Lo h (3.37)

hi =
(14 p— po?)?

Demostracion. De acuerdo a la expresion (2.16), la anchura de ventana 6ptima para el kernel normal

viene dada por:

Ut

atl=

—0o0 27

()7 2 exp (<) ) R())

- 2% 5t exp (—2?) da
= m

il
Utl=

= (avemmn) ™

Realizamos el mismo procedimiento con la funcién K, , (x), de donde obtenemos:

1
22 o2 H
. in;(u§$Fexp(—x2)—’“Z?”exp(—’ s )>'+zﬁ;€mp(—ii)>dx
T = .

(1 (B e (%) - 25 o (-45)) ) RO

=

1 1
1+p)2 1+1)v?2 2 15 275
(277?) B !\L/(%jﬂa? 05\/5 _1 (1 + '“)2 B “(lﬁi)azzx/i + % 5 < ; >é -1
= 3 m 5 = 3 —_— m 5
(1+p—po?)” R(f) (1+p — po?) 2yTR(f)

Lo que nos conduce a la relacion:

il

2
(14 pr)? — 222 4 2 P

(14 p — po?)?

hxg =

O]

La Proposicion 3.30 muestra que hy y hy, se relacionan mediante una constante que depende exclusiva-
mente de los pardmetros u y o, los cuales nos permiten generar distintas funciones dentro de la subfamilia

Kest- El método de validacion cruzada indirecta establece entonces que, dada la estimacién de la anchura
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de ventana por la validacién cruzada de minimos cuadrados, hrs . s, se introduce en la expresién (3.37)

como hg y se utiliza la anchura de ventana:

(S

(1+ M)2 _p(l+p)2v2 + I

1+02 o 7
(14 p — po?)? A (339

hic =

Este método supone una eleccién de anchura de ventana para el kernel normal, pero sin necesidad de

trabajar en su cédlculo con dicha funcién, motivo por el que recibe el calificativo de indirecto.

3.3.6. Evaluacién de los métodos de validaciéon cruzada

Como hemos apuntado en los distintos apartados, los métodos de validacién cruzada proporcionan
estimaciones para la anchura de ventana 6ptima, pero no es posible obtener una forma explicita de dicho
valor como se deduce de las expresiones (3.20), (3.27) o (3.30). Por lo tanto, la mejor forma de calcular

dicha anchura es buscando computacionalmente los valores que optimicen las diferentes expresiones.

Omitiremos de este estudio los métodos de validacién cruzada suave e indirecta: el primero, porque
supone una mayor complicacién numérica y computacional que el método de validacién cruzada por
minimos cuadrados; el segundo, porque sélo se presenta para una determinada subfamilia de funciones
kernel, y replica los procedimientos de los otros métodos.

Dadas las expresiones de los funcionales ¢}, g (3.21), LS (h) (3.25) y BC(h) (3.29), observamos que
para la aplicacién de los dos primeros métodos podemos utilizar cualquiera de las funciones kernel lis-
tadas en la Tabla 2.2. Sin embargo, para la aplicacién el ultimo es necesario recurrir a funciones kernel

con suficiente regularidad, motivo por el cual restringiremos nuestro estudio a los kernel normal y triweight.

En la se muestra el calculo de las funciones de validacion cruzada para una muestra de
500 cuasares. Observamos que tanto el método por maxima verosimilitud como el método por minimos
cuadrados no presentan ningiin inconveniente: es posible determinar los maximos globales (en el caso del
método por méxima verosimilitud) y los minimos globales (en el caso del método por minimos cuadrados).

No ocurre lo mismo con el método de validacion cruzada por sesgo. Ya demostramos que en el caso de la
funcién kernel normal, no es posible determinar un minimo global como consecuencia del comportamiento
la funcién BC(h) en la Proposicién 3.21. La demostracién del resultado se basaba en que la funcién normal

verifica la propiedad:
o
4 / K?(y)dy — VEK" % K" (0) >0
—0o

de lo que se deducia el problema de la no existencia de un minimo global. El caso de la funcién kernel
normal ya lo demostramos, y el comportamiento que observamos en la (d), sugiere que también

se presenta para la funcién triweight. En efecto, evaluando la expresion (3.39), obtenemos que:

o0 350 4 64
4 K2())dy —VEK"« K" (0)=4"— — — —— ~ 325> 0
/_Oo () dy = Ve KT+ K2 0) = 455 = 5375 ”

de donde se deduce el comportamiento de la gréfica.
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Funciones de maxima verosimilitud Funciones de minimos cuadrados
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(c) Funcién de validacién cruzada por sesgo (d) Extensién de la grifica (c).

BC(h).

Figura 3.7: Funciones de validacién cruzada para una muestra aleatoria de 500 cudsares extraidos de la muestra
completa de la SDSS.

Corolario 3.30. La funcion BC(h) asociada al estimador de una funcion kernel K € C2 y que verifica:
o0

4 / K% (y)dy — VEK" + K" (0) > 0 (3.39)
—00

no presenta un minimo global respecto de h.
Demostracion. Los pasos finales de la demostracion de la Proposicion 3.21 justifican este resultado. [

Sin embargo, la (c) muestra que pese a no existir un minimo global, si que se observa un

minimo local, el cual se corresponde con el valor 6ptimo de la anchura de ventana que determina el método.
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En la Tabla 3.5 se muestran los valores obtenidos de la anchura de ventana para los diferentes métodos
de validacién cruzada en comparacién con los otros métodos analizados hasta ahora. Por tdltimo, la
muestra las estimaciones realizadas con la anchura obtenida en cada método.

Tabla 3.5: Seleccién de anchuras de ventana por diferentes procedimientos. Se ha fijado una precisién de 10~2 para
todos los calculos.

Método de seleccién Kernel Triweight | Kernel normal
Validaciéon Cruzada Méaxima Verosimilitud 0.41 0.14
Validacién Cruzada Minimos Cuadrados 0.55 0.19
Validacion Cruzada Sesgo 0.58 0.18
Plug-in 0.46 0.15
Referida a la normal 0.74 0.25
Sobre suavizacion 0.80 0.27

Kernel Triweight Kernel Normal

— Muestra completa Muestra completa

0.5
05

n —— V.C. Max Ver. 7 — V.C. Max. Ver.
— V.C.Min. Cuad. — V.C. Min. Cuad.
— V.C. Sesgo — V.C. Sesgo

04
04

Funcién densidad
03
1
Funcién densidad
03

0.2
02

0.1
0.1

0.0
0.0

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Redshift (z) Redshift (z)
(a) Kernel triweight. (b) Kernel normal.

Figura 3.8: Estimacién de la funcién de densidad para una muestra de 500 cudsares, bajo diferentes métodos de
validacion cruzada y bajo diferentes kernel.

3.4. Procedimientos bootstrap

3.4.1. Introduccién y procedimiento basico

Si bien los procedimientos boostrap se introdujeron con la finalidad de aproximar la distribucion de
estadisticos, se han generalizado a la seleccién de ciertas anchuras de ventana[2]. Puesto que la anchura de
ventana optima es aquella que minimiza el MISE, el procedimiento bootstrap busca estimar dicho error,

calculando lo que se conoce como su forma bootstrap MISE[2].
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Definicién 3.31. Sean (X, Xs,..., X,,) una muestra aleatoria simple, fg la estimacion de la funcion
de densidad de la muestra en base a una anchura de ventana pivote g, (XlB ,X2B ) Xg) una muestra
bootstrap de la muestra inicial y fB,h la estimacién de la funcion de densidad de la muestra bootstrap en

base a una anchura de ventana h. Se define el MISE bootstrap como:

(e 9]

MISEg (h) = Eg [/

—00

. . 2
(fon (@) = fy @) dm] (3.40)
donde Ep denota la esperanza referida a la muestra bootstrap (XlB,XQB, ...,Xg), que se toma de la

muestra inicial.

Las diferentes posibilidades en la eleccién de la anchura pivote g y en la generacién de la muestra

bootstrap (X 1B, XQB, e Xﬁ) nos permiten definir diferentes procedimientos.

3.4.2. Bootstrap suave sin anchura pivote

El primer procedimiento bootstrap contemplado realiza realiza una estimacién pivote con el mismo

kernel y la misma anchura de ventana h.

Método 4. Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xo, ..., X;,), estimamos la funcién de densidad fK,h

Fren (@ 1h§: < >

Para generar la muestra bootstrap, utilizamos dicha estimacién de la funcién de densidad. Para ello

COmao:

calculamos la funcion de distribucion como:

T 1 r m _Xi
w)z/_mfx,h(y)dyzm/_m;K<y " >dy

y, haciendo uso de la inversa de la funcién de distribucién F'(z), y generando valores aleatorias con una

distribucién uniforme Ujg 1], podremos generar la muestra bootstrap como:

(xXF, x5, .. XE) = (P~ (Uo) . 7 (Vo) s B~ (Vo) )

Con lo que la estimacién bootstrap vendra dada entonces por:

fon (@) hZK(w—th>

=1

De esta manera, se busca minimizar la funcién:

MISE (h) = ;hQEB/ [Z[ <x—XB>_K<x—hXi>szx

y se toma como anchura de ventana hpgy, el valor que la minimiza.
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3.4.3. Bootstrap suave con anchura pivote

El procedimiento a seguir es analogo al presentado en la subseccién anterior, pero ahora la estimacion
inicial de la funcién de densidad se realiza con una anchura de ventana g # h. Una primera posibilidad
que se nos presenta es tomar la anchura pivote como aquella obtenida por el método de validacién cruzada
por minimos cuadrados g = hrs. La segunda posibilidad consiste en introducir g = ¢ (h), y realizar todo
el desarrollo tedrico del MISE para obtener una expresion que lo minimice.

La primera posibilidad presenta una gran inconveniente: como se deduce del desarrollo de la Subsec-
cién 3.3.2: no es posible obtener un valor explicito de la anchura hrg que muestre su dependencia con
h. La segunda alternativa requiere de un trabajo bastante exhaustivo de las expresiones y se encuentra

explicado en el articulo de Cao, Cuevas y Manteigal[2].

Método 5. Otra posibilidad de trabajo es realizar el procedimiento bootstrap M-veces, para asi{ tomar
el valor esperado de MISEp (h), y mediante célculos numéricos determinar bajo que valor de h se obtiene
la mejor acotacién inferior para la funcién. Es decir, se generan M muestras (XlB J , XzB J R Xg’j ) con
j€{1,2,..., M}, apartir de la funcién de densidad fKJLLs (z). Para cada j se realiza la estimacién fg,h (z),

y el MISE se aproxima entonces por:

M m B.j m 2
— 1 > 1 x— X 1 z— X;
MISE h:—E / —EK J - — EK( > dx
o) Mj:l —o0 (mh i=1 ( h > mhrs — hrs

y se busca la anchura de ventana que minimiza esta funcién.

3.4.4. Bootstrap no-suave

Los procedimientos contemplados hasta ahora se enmarcan dentro de los denominados procedimientos
bootstrap suaves por el hecho de que para obtener la muestra bootstrap (XIB , X8, ...,Xg) realizamos
una primera estimacién de la funcién de densidad. En el procedimiento bootstrap no-suave, la muestra
bootstrap se toma directamente de la funcién de distribucién empirica, es decir, se trabaja con un funcional

de distribucion no suave.

Método 6. Dada la muestra inicial (X1, X, ..., X;,), calculamos la funcién de distribucién empirica por

(1.3). De esta manera, podemos calcular la inversa de dicha funcién F~' (z) de una forma sencilla como:

R . X, <X
F1(2) :fnf{yER; F (y) zx} :ml'n{XE (X1, X2, ..., Xon) #Xis X 2:0}
m

generando la muestra bootstrap usando m valores aleatorios de la distribucién uniforme Ujg ;.

Ahora bien, dado que la muestra bootstrap la obtenemos directamente de la distribucién empirica,
estamos aumentando considerablemente el sesgo frente al método suave con estimacion pivote propuesto
con anterioridad. Por este motivo, plantear un modelo sin anchura pivote (h = g) conduciria a obtener

un valor de h que no necesariamente minimiza la expresién del MISEg (h).

Método 7. Hall propone tomar una muestra bootstrap de menor tamano (XlB, XQB, e XtB) cont<m

y utilizar una anchura pivote g que se relacione con la anchura de ventana h como h = gtfém% [2]. Asi,
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la funcién a optimizar sera:

t B m
< [ — x| 1 _X;
MISEB(g):EB/ R K(xj)—ng K(mg ) d

[ 1.1
—oo \ m5t5g 5 gmst s i—1

de forma que se busca la anchura pivote g que minimiza esta expresién.

3.4.5. Evaluacién de los procedimientos bootstrap

Aplicaremos los procedimientos bootstrap analizados con detalle en las anteriores subsecciones al ejem-
plo de la distribucién de cudsares en la campana SDSS. Utilizaremos un estimador basado en un kernel
normal, para el que obtenemos una serie de resultados que nos simplifican el cdlculo computacional de los

métodos bootstrap.

Proposicién 3.32. Dado el método bootstrap de Hall (método 7), si la estimacion se realiza con un kernel

normal, entonces la expresion del MISEp toma la forma:

R N T N IS 0
MISE (9) = 2\/mg | ta * ;Z [ m2ta P <_ 4g%a?

=1 j=1

2 2 Xj - X;)’ 1 X; - Xi)?
i\ T3 a2 exp <2(gZ(1+a)2)> + Wexp <(492)>” (3.41)

1.1
con a=m5t 5.

Demostracion. De acuerdo a la expresion del MISEp del método 7, podemos desarrollar el integrando

COmao:

¢ m 2 t ot B
1 x— XB 1 z—X; 1 r— XB x—Xj
a2 () 3w ()| e () (7

i=1 i=1 j=1

() () (e ()
g“tma P ga g megT i i3 g g
donde expresamos el factor a como la relacién entre g y h dada por h = ga.

Ahora pasaremos a calcular su esperanza respecto al procedimiento bootstrap. Podemos observar que
el ultimo sumando no tiene ninguna dependencia con la muestra bootstrap, luego su valor seré constante.
En el caso del segundo término, sélo un factor depende de la muestra bootstrap, de manera que tendremos
que calcularlo. Como la muestra bootstrap se extrae directamente de la distribuciéon empirica, entonces

podemos observar que de forma general:

B o (X)) = =3 g (x)
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de manera que obtenemos:

e 1 (0| =R oK ()

En el caso del primer sumando, al evaluar la esperanza del primer término debemos distinguir dos casos:

cuando ¢ = j y cuando ¢ # j, de manera que entonces se tiene:

) (50| =3 [ () v S oo [ (5]

ZK2< Xk> t—l “ m1K<x—Xk)K<af—gaXr>

k=1r
) <$ r)d
ga
>K (CE T)dx
g

Siguiendo la notacién de la Proposicién 3.24, esta expresiéon en forma de convoluciones es:

MISE K2 (y)d K« K|Z2F—2r
w0 = [ S S e (

k=1r=1 ga

o ZZK(

=1 j=1

M

Por lo tanto, el MISE bootstrap serd de la forma:

MiSEs 0) = s > [ (S e Sk S [ ae (5

e [ (s

>3 ) () e e (5

k=1r=1

Xp — X, 1 K Xp — X,
S (M) B S en (5

k=1r=1

Por lo tanto, sélo tendremos que calcular las convoluciones:

:/_ZK(:C) (z—t)d / exp( >exp<—(x_2t)2>d:c

1 [ -t
K x K1 / K (x a Ly — t — exp —x— exp (a ’ ) dx
T o oo 2 2
2
L < t2 ) /OO . /1 +a‘2x a~lt "
=—exp|————— xp | — —
or TP\ 72 (1+a?)) J_« P 2 V21 + a2

- i (Care)
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O]

Proposicién 3.33. Dado el método bootstrap con anchura pivote (método 5), si la estimacion se realiza

con un kernel normal, entonces la expresion del MISEg toma la forma:

2
M m Xk _ xk >
1 1 1 ( B~ XB.i
MISEs (h)_Mkzl TN D ]Zl Pl —e -

2
Xk X, 2
24/ 2 B, ? 1 X — Xz
L ( J ) + exp _% (3.42)

S enzg o\ 2R | s

Demostracion. Procediendo de forma analoga a la Proposicion 3.32, al desarrollar el cuadrado del inte-

grando obtenemos:
2
1 &, (z—XP 1 & (- X 1 I (r—XB v XB
— K L) - — K . = —— K LK ) -
[mh Z < h > myg ; < hrs >] m?2h? Z Z < h ) h

2 LRIl r— XB r— X 1 & r— X; x— X,
_ E E K i\ K J E E K LK J
hmzth - ( h ) ( hLS ) + m2h2 < hLS > < hLS )

i=1 j=1 LS j=1 j=1

que, al integrar, podemos expresar en términos de convoluciones como:

2
LK (2= XP\ 1K (X 1 &1 XB _ xB
_— K i) K ¢ dr = — K« K| —— ' ) _

—o0 i=1

2 X; - XP 1 X; — X,
—~KxK e — KxK|—2+—
not hﬁs( h >+th * ( hrs )]

Empleando los célculos de convoluciones de la Proposicién 3.32, e introduciendo el resultado en la

expresion del método 6, se obtiene el resultado. O

Proposicién 3.34. Dado el método bootstrap sin anchura pivote (método 4), si la estimacion se realiza

con un kernel normal, entonces la expresion del MISEg toma la forma:

MISEs () = 2 |Vam+ 33 [“”m” xp <_<X8hX>> .

i=1 j=1

—\;% exp (_(X]6h2X1)> +V2exp (—(X34h2X1)>” (3.43)

Demostracion. Partiendo de la expresion del MISE del método 5, desarrollamos el integrando como:

1 mK l’—XZ-B 1 mK z—X; 2_ 1 mmK :U—XZ.B % x—XJB
a2 () w2 ()] mmen 2 ()< ()

i=1 j=1
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2 I = r—X; r—X;
s s () R e L))

h m2h =1j=1

El ultimo término no depende de la muestra bootstrap, luego sélo tenemos que calcular la esperanza de los

otros dos términos. Para el segundo término, podemos observar que sélo un factor depende de la muestra
z—X;

bootstrap cuya funcién de densidad es f (z) = hsumZ 1K ( ), luego tendremos:

wo i (55 | = L () (5 -

()

y, siguiendo el razonamiento de la Proposicién 3.32, la esperanza del primer término sera:

o[£ () ()] - e (52 o 5o e (20

1=

:iK*KQ <$_th> n (mn; 1)§:§:K*K<$_Xk>K*K<m_hXT>

k=1r=1

Por lo tanto, la expresion final del MISE sera:
— Xg r—X

2 r

MISEp (h) = [ h2/ K x K( )dx+;;[/_ K*K( - >K*K< - )d:):
> r— X r— X, > r — Xy r— X,
-2 KxK K d K K d
/_w*(h)<h>“/_m(h><h>$”

que podemos expresar en términos de convoluciones como:

MISE (h [th/ K+ K2< th>d L1 ZZ[K*K) (K*K)<XhX>_

k=1r=1

a0 (S5 e (B520))

Aprovechando el célculo de algunas convoluciones de la Proposicién 3.32, sélo tendremos que calcular las

o0 $2 €T — 2
K>|<(K>|<K)(t):ii 3 exp<—2>exp<—( 4t)>da::

convoluciones:

27 /3
“segaon () Lo (- (i) =i ()
(K % K) + (K + K) (t) = 4;/00 exp <—”f> exp <—(x;t)2> do =

64




Algunos métodos estadisticos aplicados a la astrofisica 3. Seleccién de ventana 6ptima

ST CR PR S

KxK2%(t) = 1§ Ooexp v exp(—(a:—t)Q)daf:
(2m)2 J- 2

o
2
1 ( t2> /OO \ﬁ V2t p 1 ( t2>
= exp | —— exp | — —r— — x = exp | ——=
(27)2 Y 2 V3 o3 P\ T3
Introduciendo estas expresiones en el MISE, se concluye el resultado de la proposicion. O

De acuerdo a los resultados (3.41) y (3.43) , podemos evaluar los métodos bootstrap 4 y 7 sin necesidad
de generar muestras bootstraps, lo que agiliza el tiempo de computacién. Sin embargo, para aplicar el
método 6 si es necesario generar las muestras bootstrap, y ademés se debe hacer un total de M-veces.
Como seleccionamos una muestra aleatoria de tamano m = 100, para agilizar el calculo tomaremos como
M = 50. Otro resultado importante que podemos analizar a priori es la dependencia de las estimaciones del
MISE con la amplitud de ventana. Por las expresiones (3.41) y (3.43), podemos observar que MISEp — 0
cuando h,g — oo. Puesto que el MISE es una cantidad positiva, esto quiere decir que no se tiene un

minimo global para dichas funciones, sino que tendremos que realizar la bisqueda de minimos locales.

Bootstrap con estimacion pivote Bootstrap sin estimacion pivote

IMétodo de Hall tedrico (t<=m)
IMétodo de Hall simulado (t<m)

—— Sin anchura pivote
—— Con anchura pivote

IMétodo de Hall tedrico (t=m)
IMétodo de Hall tedrico (t>m)

MISEs(h)
MISEx(g)

h g

(a) MISE bootstrap con estimacién pivote (méto-  (b) MISE bootstrap sin estimacién pivote (méto-
dos 4 y 5). dos 6y 7).

Figura 3.9: Estimacién del MISE bootstrap para una muestra aleatoria simple de 100 cuasares mediante el uso de
kernel normal.

Enla (a) podemos observar como el método 6 proporciona un claro minimo global, mientras
que el método 7 nos proporciona en el intervalo representado (0, 1) un minimo local. Los resultados que se
muestran en la Tabla 3.6 muestran cémo el método sin anchura pivote proporciona una amplitud bastante
mayor que el resto de métodos, mientras que el método con anchura pivote corrige el valor pequeno que
se obtendria de aplicar exclusivamente la validacién cruzada por minimos cuadrados y nos proporciona

un valor mas cercano al proporcionado por otras aproximaciones.
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Tabla 3.6: Seleccion de anchuras de ventana por procedimientos bootstrap asi como por eleccién en el caso normal
y por sobre suavizacién. Se ha utilizado un kernel normal y se ha fijado una precisién de 10~2 para
todos los calculos.

Método de seleccién Kernel normal

Eleccion referida a la normal 0.25

Eleccién por sobre suavizacién 0.27

Validacién Cruzada Minimos Cuadrados 0.08

Método Bootstrap sin anchura pivote 0.48

Método Bootstrap con anchura pivote 0.15

Método Bootstrap sin estimacién pivote (¢t > m) 0.32
Método Bootstrap sin estimacién pivote (¢ < m) -

Resultados de los métodos bootstrap

o |
o
Muestra completa
©“« Referida a la normal
o ; :
o Bootstrap sin anchura pivote
L Bootstrap con an!:hure_l piun_te
@ Bootstrap sin estimacidn pivote
€
5
o T |
- o
o
0
o
c
3
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Figura 3.10: Estimacién con kernel normal para 100 cuédsares de la muestra de la campana SDSS bajo los diferentes
métodos bootstrap.

Al analizar la (b) observamos que el método 7 no es aplicable al ejemplo que estamos con-
siderando. De acuerdo a dicho método propuesto por Hall, deberiamos encontrar un minimo local cercano
al punto f%, sin embargo, la funcién presenta un comportamiento monétono en la regién. Una simulacién
directa del método confirma la inexistencia de dicho minimo (teniendo en cuenta las fluctuaciones oca-

sionadas de estimar la esperanza bootstrap mediante una repeticién del método). El mismo problema se
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presenta si consideramos el método 6. Sin embargo, es importante destacar que al reconsiderar el método
de Hall, pero ahora tomando una muestra bootstrap de mayor tamano ¢ > m, entonces el método nos
proporciona una amplitud de ventana que incluso mejora la del método bootstrap sin anchura pivote. En
los articulos publicados respecto a este método no se hace mencién a la problematica aqui presentada,
aunque muchos muestran que el método propuesto por Hall s6lo proporciona buenos resultados en ciertos

tipos de funciones de densidad[2].

La muestra los resultados de la estimacién con las anchuras de ventana obtenidas en
cada método. La estimacion proporcionada por el método bootstrap con anchura pivote es la que mas
dependencia presenta de la muestra aleatoria simple (ya que usa una anchura de ventana més pequena), y
nos indica cémo nuestra muestra aleatoria presenta una importante fracciéon de valores en la cola derecha.
Al tener una muestra mas pequena de lo que hemos trabajo con anterioridad, es posible que esta sea una

de las razones por las cuales hemos tenido problemas para implementar el método de Hall.
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4. Otras mejoras en la estimacion

4.1. Suavidad adaptada

Todos los procedimientos que hemos analizado hasta ahora para la estimacion de la funcién densidad
buscaban una aproximacién a la anchura de ventana éptima deducida en (2.16), suponiendo que es fija en
todos los puntos. Ahora nos centraremos en procedimientos de estimacién que permiten la variaciéon de
la anchura con la posicién. En concreto, analizaremos dos métodos clasicos: el método del k-vecino més

cercano y el método kernel adaptativo.

4.1.1. Método del k-vecino mas cercano

Este método se basa en considerar en cada punto x € R una ventana que incluya los k puntos més

cercanos de la muestra aleatoria simple (X1, Xs, ..., X;).

Definicién 4.1. Dada una muestra aleatoria simple (X1, X2, ..., X;,), un punto x € Ry k € {2,3,...,m}

se define la distancia entre el punto z y el k-ésimo vecino més cercano dj, (x) como:
di (2) = min{lz — Xy | (#lr - Xi| <o = Xyw)l) > k} (4.1)

El valor muestral Xy, recibe el nombre de k-ésimo vecino mas cercano a .

Definicién 4.2. Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xo,...,X,,) v k € {2,3,...,m}, se define el

estimador del k-vecino més cercano como la funcién:

fkv (z) = 2771;;(36) (4.2)
La idea que subyace en la definicién (4.2) es la de la frecuencia muestral. Si la funcién de densidad
viene dada por fkv, al generar m valores aleatorios de la variable, es de esperar que en el intervalo
[z — dy, (), + dy ()] nos encontremos con k valores, es decir k ~ m2dy, (z) fro ().
Analizar las propiedades del estimador fi, (4.2) pasa por estudiar la funcién dy, (z). Para ello, pues-
to que dicha funciéon depende de las posiciones de los valores muestrales, trabajaremos con la muestra

ordenada dada por (X(l),X(Q), vy X(m)).

Proposicién 4.3. Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xo,..., Xm) y k € {2,3,...,m}, la funcién
. o X(+X(;
di, (z) es continua en todo R y presenta problemas de derivabilidad en los puntos de la forma W

Vi e{l,2,....,m}.
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Demostracion. Fijemos k € {2,3,...,m}. Cuando el punto z < X(j la funcién dy (x) toma la forma:
di, () = Xy —
que es claramente continua. De forma andloga, si > X,y la funcién dj, () serd:

di () =z — X(m—k+1)

que también es continua. Estas dos situaciones ya nos muestran que la funcion dj, (z) es de la forma z — X},
0 Xj — x, luego su derivada puede ser 1 o -1: en los puntos x < X(y) la derivada es -1 mientras que en los
puntos z > X,y es 1.

Luego para analizar las posibles discontinuidades consideramos puntos = en el intervalo (X 1), X (m)).

Consideremos las siguientes situaciones:

(X1 + Xpy) /2
|
: >d > d
X Xz x ! ey Xk Kiks1)
— : o |
d = d'
| A ' ] k ()
| | |
d==x Xy d' = ¥py- x
(Xpay+ X2
|
|
X1y Xz L % Xy X Kike1) >d>d
— = — |
di (x) = d
1 i )
[ | |
d d’
(Xpay+ X2
|
| ’
X1 Xp2) ! X L (PETRE (1) Xiks1) d>d">d
l l ' l l 1 1
I | I | I | I
l l l J dk |Il:'(:| =
| | |
d d’

Supongamos ahora que el punto x € (X 1), X (k))- En dicho intervalo tenemos exactamente k valores

X1+X . [
muestrales. De acuerdo al esquema planteado, cuando x € (X(l), w> la funcién di (x) serd de la
formas:

di, () = Xy —
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. X1y+X .
pero cuando x toma un valor superior a =5~ Ja funcién dj, (z) toma la forma:

di (x) =2 — Xy

. . . X1+X . .
hasta que se verifique que  — X (1) > X(34.1) —z, es decir, a partir del punto w la distancia dj, (=)
pasard a tomar la forma:

di (2) = X(py1) —

en donde se presentard de nuevo la misma situacién pero en el intervalo (X 2), X (k+1))-
Luego, en el caso mas general en el que = € (X(j),X(j+k_1)). Tenemos que distinguir una serie de

posibilidades:

XD+ X (G- Xin+X(;
1. Si =l s Xy y U < X0 gy entonces:

T — X(j_l) si T € (X(j)’ 4X(j*1>+§(j+k71)>

[X(j,1)+x(j+k,1) X(j>+X<j+k71>)
2 )

Xj4k-1) —2 sl x€ 5

r — X(j)

si x €

)

{X(]’>+X<j+k—1> X(j>+X<j+k>>
2 2

X +X (s
xe[w,){

Xj+ky —@ s (j+k—1))

XX e Xin+Xs
2. Si G-=1) 2(J+k 1) > X () 2(J+k) > X

Gy (j+k—1) entonces:
(. X1y s = (X(j)’ w>
di () = X(jgr-1)—2 si T € {Xu—lﬁgfwk—l)’ X(j>+X2<j+k—1)>
z — X(j) si T < [Ma X(j+k—1))

X+ X (e XX
3.8 U < Xy y U < X4 entonces:

. Xy +X(s; k—
X(jth—1) —x si T e (X(j), %)

X)) +X(+k) >
2

. X+ X (jane
dy (z) = z — X)) si € { @O+ S

)

X+ Xk
fEG[M’X

Xj+ky —@ s (y+k—1>)
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XX e X +Xs
4. Si G=1) 2(J+k 1) < X () 2(J+k) > X

G) Y (j+k—1) entonces:

X i X +X(jrk—
(j+k—1) — X 81 T € (X(j)7 w)
: X+ X (jne
(4) (j+k—1)
T — X(j) si x € [%’ X(j+k71))

En los cuatro casos, di es continua en todos sus puntos. Sin embargo, en general, no es derivable en

Xy +X(jn— . X jn+X(
los puntos w y, en algunas ocasiones, en los puntos M O

Por otro lado, no sélo la funcién dj nos limita el uso del estimador para el calculo de las derivadas de
la funcién de densidad, sino que en verdad el estimador del k-vecino més cercano no nos proporciona una

funcién de densidad.

Proposicién 4.4. Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xo, ..., X0n) v k € {2,3,...,m}. El estimador

del k-vecino mds cercano no es una funcion de densidad.

Demostracion. Las funciones de densidad cumplen las propiedades a) y b) de (1.2). El estimador del

k-vecino més cercano viene dado por:

k

fiw () = Iy (2)
y por la Definicién 4.1 dj (z) > 0 Vz € R por lo que el estimador cumple la propiedad a).
Estudiemos si cumple la propiedad b). La integral la podemos descomponer en 3 intervalos (—oo, X (1)),

(X(l),X(m)) y (X(m), oo)7 de manera que:

oo i — X(l) k J X(m) k J 00 k J
[ e@a= [ o “/X(U S (2) ”/X(m) 2y (@)

Por la Proposicién 4.3, en el intervalo (X(l),X(m)) la funcién serd continua y estrictamente

_k
2mdy,
positiva, luego tomara un valor positivo y finito A:

Por otro lado, en el intervalo (—oo,X(l)) tenemos d, (v) = X)) — 2 y en (X(m),oo) tenemos dj, () =

z — X(;m41-k) de manera que:

Xk X k k -
/ dm:/ —————dr=—1In (X(k) —x) =0
oo 2mdy () oo 2m (X () — x) 2m X
d:z;:/ der = —1In(x — Xpi1—k ‘ =00
/X(m) 2mdy, (x) X(m) 2m (33 - X(m+17k‘)) 2m ( et )) X(m)
En definitiva:
/Oof (x)de = A+ i In (X :c)ioo—i- F In(z—X )OO 00
kv = —_— k — P - (m+171€) =
o0 2m X(l) 2m X(m)
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luego no se cumple la propiedad b) y, por tanto, no es funcién de densidad. ]

Como consecuencia de este resultado, el estimador del k-vecino més cercano se utiliza restringido al
intervalo muestral [X 1), X (m)] y para garantizar que cumpla las condiciones de funcién de densidad se

normaliza: .
i fee(2)
=——7] 4.3
Jiw A ¥ Xew] @) (4.3)
De esta manera, solucionamos los problemas de divergencia que se presentarian en los extremos, pero
perdemos una gran cantidad de informacién en la estimacion.
El estimador (4.2) es analogo al estimador naive (2.5), pero el papel de h ahora lo juega la distancia

al k-ésimo vecino mas cercano. De hecho, observamos que:

A k - X;
F0) = g = g qu beerasta) (X0 = s Zm< )

Por lo tanto, es intuitivo plantearse una estimacién mas suave por medio del uso de funciones kernel de

la misma manera que se generalizd en la Seccion 2.4 el estimador naive.

Definicién 4.5. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xo, ..., Xin), k € {2,3, ..., m} y una funcién kernel

K. Se define el estimador del k-vecino més cercano con kernel K como la funcién:

1 i r—X;
oo () = b >ZK(dk<x>> (45)

=1

El estimador anteriormente definido es un método de estimacién de densidad con anchura de ventana
variable dj, (). Ademads la suavidad del método se puede variar, no sélo por la elecciéon de diferentes
funciones kernel, sino también bajo la simple eleccién del valor k que se tome para el método del vecino

mas cercano.

Como el parametro k es libre, cabe preguntarse si existe algiin valor para el que se optimice el método.
Para ello, procedemos de manera analoga a las anteriores subsecciones, es decir, buscamos minimizar el

MISE, para lo que tendremos que calcular en primer lugar el sesgo y la varianza del estimador.

Proposicién 4.6. Sean una muestra aleatoria simple (X1, Xa, ..., Xm), k € {2,3,...,m}, una funcion

kernel K y fkv,K el estimador del k-vecino mds cercano con kernel K. El sesgo y la varianza en el punto

sesgo (fkv,K (w)) ;J;/(( )) ( )2 /Z v’ K (y)dy +o ((:@)j (4.6)

Var (o 0) = 3 G @) [~ K2 @an+o(}) (4.7)

Demostracion. Los calculos requeridos para obtener los resultados son bastante extensos y se encuentran
detallados en el trabajo presentado por Mack y Rosenblatt en 1979[11]. O

x verifican:

Si comparamos estos dos desarrollos con los realizados para la estimacién kernel basica (2.12) y (2.13),

observamos que el papel de h lo juega en cierta medida el factor %, hecho que se deduce del orden de los
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desarrollos. Es méds, una comparacién directa entre estas cuatro expresiones conduce inequivocamente a

la relacién:
—f(x):—é%:WLf(x) (4.8)

pero anade una dependencia puntual, resultado coherente puesto que estamos considerando un método
con anchura variable. La expresién (4.8) implica que el valor éptimo de k, es decir, el orden del vecino
que vamos a elegir va a depender de cada punto x € R. Sin embargo, también muestra la imposibilidad de
determinar el 6ptimo valor de k, puesto que en el caso del método del k-ésimo vecino es necesario conocer

directamente la funcién de densidad.

Corolario 4.7. Sean una muestra aleatoria simple (X1, X, ..., Xm), k € {2,3,...,m}, una funcion kernel
Ky fk,K el estimador del k-vecino mds cercano con kernel K. El valor k que minimiza la parte asintdtica
del MISE del estimador viene dado por:

=

P B S @) de [P K () dy |

V2 [, (f]:’(g;?)%x

Demostracion. De acuerdo a los resultados de la Proposicion 4.6, la parte asintética del MISE viene dado

MISE(ka) 614";41/ /W<J;I$>d+ / 2 (x dx/ K2 (y

Calculamos los extremos relativos. Para ello derivamos la anterior expresion respecto del pardmetro que

|
IS

(4.9)

por:

deseamos optimizar, k:

ZCMISEO"’K)_116kiVK/m(§/(( )dx_/ e dm/ K

e igualando a 0 obtenemos:
1 ]%3 ) f// x 2 92 oo )

16m4V[2</ <f((x))> dm—];Q/ f2(£13‘)dl‘/ K2 (y)dy =0=

32 /% (2) de [ K2 (9) dy

Vi 1=, (58) ao

Calculamos la derivada segunda para comprobar que dicho valor minimiza la parte asintética del
MISE: , )
d 3 3k f" () 2( 2(
—MISE = —— dx x)d K
2z MIS (f’“K> 16m VK/_OO(f(x +l~c3/ U 90/
y evaluando en k:
3 ];2 0 f// (l’) 2 4 0o 0o
— V2 dr + = 2 (x)d K?(y)d
vt [ (L) we [ @ [ w2 way
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RN NG

El resultado (4.9) muestra como el método complica considerablemente la estimacién 6ptima. En los

O

métodos de anchura fija, el problema residfa en estimar el funcional R (f) = [* (f” (2))? dz, pero ahora

11 2
tenemos que estimar dos funcionales: f_oooo f2(x)dxy f_oooo <f f(%)> dzx.

4.1.2. Meétodo kernel adaptado

La idea bésica de este método es combinar la versatilidad del método del k-vecino més cercano con
la suavidad que se obtiene del método kernel. Al introducir una anchura de ventana variable, en los
puntos en los que se presenta una menor probabilidad serd més conveniente utilizar una anchura mayor.

A continuacién, desarrollaremos el método presentado por Silverman en 1986[17].

Meétodo 8. Este método se basa en construir en un primer paso una estimacién inicial de la funcién de
densidad para tener una idea de las zonas de mayor y menor densidad; establecer entonces una secuencia
de anchuras de ventana que tengan en cuenta la distribucién inicial y con ellos construir el estimador

adaptado.

= El primer paso consiste en seleccionar un estimador inicial fp, denominado estimador pivote, que
satisfaga fp (X;) > 0 para todo X; € (X1, X9, ..., X;n). Esta estimacion inicial se puede realizar tanto
por el método del k-vecino més cercano como por el método kernel bésico, en el que la anchura de
ventana se elige entre cualquier método, pero frecuentemente se usa el referido a la distribucién
normal por simplicidad en el cdlculo y asi evitar el tiempo de trabajo computacional que requieren

los métodos plug-in o los métodos de validacién cruzada.

= Kl segundo paso determina las anchuras de banda para cada posiciéon muestral X;. La forma de tra-
bajo consiste en considerar dichas anchuras (hy, hg, ..., hy,) como un reescalamiento en cada posicién
de una anchura genérica h por un factor )\;, de manera que h; = A\;h para todo ¢ € {1,2,..,m}.

Silverman propone calcular dichos factores de escala comol[17]:

A = (fi"l(tXZ)) con g = exp (; Zlog [fp (Xz):|> y a€l0,1] (4.10)
P i=1

Observamos que por imposicién en el paso uno, los factores de escala cumplen A; > 0. Ademas, al

introducir el factor pg4, la media geométrica, garantizamos entonces que:

LY o (M) = -3 log <(”X>> ) - —a [; log [ (X0)] — > lo (ug)] -
i=1 =1

i1 Hp

=—a [7711 log [fp (Xi)} — log (ug)} =0
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es decir, la media geométrica de los A\; es 1. Por otro lado, el exponente o € [0,1] nos garantiza
que para las zonas de mayor peso la anchura de ventana sea menor que en las otras zonas. Dicho
exponente « recibe el nombre de pardametro de sensibilidad: al tomar o = 0 recuperamos el método
clésico de estimacién kernel con anchura fija, mientras que fijando o = 1 tendremos entonces una

seleccién de anchuras muy dependiente de la estimacién inicial pivote.

» Por tdltimo, con la coleccion de factores de escala {\;}[" se estima la funcién de densidad, mediante

el uso de una funcion kernel K como:

fadp (x hZA ( > (4.11)

Las ventajas que presenta este método frente a todos los que hemos estudiado hasta ahora son bastantes
numerosas. En primer lugar, mantiene un parametro h fijo que se puede utilizar para regular en cierta
medida la suavidad de la funcién de densidad junto con la eleccién de la funcién Kernel, los tnicos
parametros disponibles en los métodos con anchura de ventana fija. Por otro lado, presenta la ventaja
de introducir un método de anchura variable, en el que las anchuras se seleccionan de acuerdo a una
estimacién inicial de la densidad, y no de directamente de la muestra como realiza el método del k-vecino
mas cercano.

Puesto que ahora disponemos de tres parametros para la suavizacion de la funcion de densidad, el
kernel K, la anchura h y el pardmetro de sensibilidad «a, centraremos nuestros esfuerzos en la seleccién
optima del dltimo parametro, ya que los dos primeros se han estudiado con anterioridad. Para ello,

calcularemos el sesgo del estimador (4.11).

Proposicién 4.8. Sean X una variable aleatoria con funcion de densidad f € C1, (X1, X2, ..., X;n) una
muestra aleatoria de dicha variable, una funcién kernel K € C4 y fK adp €l estimador obtenido de aplicar
el Método 8 con o = 5 Yy una estimacion pivote sin errores fp ~ f. Entonces el sesgo del estimador

verifica:
Sesgo (fK,adp (ZL‘)) = A(x) h4u§ +o (h4) (4.12)

Demostracion. De forma general, podemos observar que la esperanza del estimador del Método 7 viene

dada por:

B (ficip (2)) = ;f;E( <Af))—,ﬁ/i(%)K(T(%))ﬂy)dy

7

y como por hipdtesis la estimacion pivote inicial se ha calculado sin errores, es decir, f,(z) =~ f(x),

realizando el cambio de variable x = y + zhpg, pasamos a trabajar con:
(fKadp / fa_H x_ZhMg) (zfa (x_ZhM?))dz

Ahora particularizamos para o = % Como por hipétesis f € C, calculamos los desarrollos en serie
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cuando h — 0, en primer lugar del término:

(o= shuf ) = £ @) -

L3 (" @) f @) " @) 3 @) (@) 3 @)
+=15 1 +2 - 3 5 +
16 [2 f2 (@) f2 (@) 2 [ 8 f2 ()

y en segundo lugar del término:

i (st (ot ) ) = 8 s+ @) = 3 500 (o ) s+ £

V@R (o @R N e s [(£7@) 35 @) @)
el SR o el O “)] S Kf;(x) 2w
3( (.Z' / 3 f/( )f// (z) 3 (f/ (x))3 " 1 1 (f/ (1’))3 m 1
£ ( f'”( ) 30" @) 9(f (@) (=) 15(f (96))4> (e
1 5 3 + = 5 = - K Zf2 a:)
[( > ( (z) 2 foe) 20 fr(a) 8 f2(x) < ( )
3(f" (=) ) (@) 9 @) f (=) 9 (=) (L r
+<2 @) () 2 P 1 P )ZK (212 @)

(f' (= )) f(@) _3(f (@) w(,ed (@) 5w (L
( (x) - f o ) 2K (zf (z )>+§ 7 () 2K (zf (@)] Z5h4/£3+0(h4)
Multiplicando ambas expresiones y quedandonos con los términos hasta un orden o (h4), los agrupamos
por ordenes:
o(h%) f% (x) K (zf% (x))
1 1 1

o(h) S fE @) F ) g K (23 (@) = 5 (@) £ (0) K (255 () 2y
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12 i)
1 [3f’(w)f”(x)_1(f’(x)) ] B
2 rw 41w
" 3 3 e 3
2(2f,( )77+ L) )K’(zf (@) =t z(f;(;; K (=4 @)

El término de orden o (h4) no lo desarrollaremos, ya que sélo nos interesa demostrar que los anteriores

términos se anulan para obtener el resultado.

Para el célculo de la esperanza, tendremos que integrar estas expresiones. Teniendo en cuenta que
la funcién kernel K verifica la propiedad f) (es simétrica), las respectivas derivadas K/, K" K" K se
irdn alternando como funciones impares (derivadas (2p — 1)-ésimas) y pares (derivadas 2p-ésimas). Por lo
tanto al calcular la integral, los términos de la forma K(2P—1 227 y (2P 224—1 dardn lugar a factores nulos
al tratarse de funciones impares. Bajo estas observaciones las integrales de los términos o (hy) y o (h3) son

nulas, de lo que deducimos que:

E (o @) = [ 1} (x - shuj ) K (zf% (x - shuj )) do= [ @K (rh @) der

% 1 d2
v Sl
oo 2da?
Realizando el cambio de variable zf 3 (x) = Z, pasaremos a trabajar entonces con:

B (frca (2) / K( 2;;2(/” g2K(2)d2>+A(x)h4H§+o(h4)

—00

ol o

(r) K (zf% (:U))} ZhPpgdz + A(z) h*pl + o (h?)

Aplicando las propiedades b) y e) de las funciones kernel, y como la segunda integral sera un valor finito

Vi que depende tnicamente del kernel y no de la posicion x, se tiene que:
E <fK,adp (96)> = f(z) + A(z) g + o (h?)
En conclusidn, el sesgo (1.4) vendra dado por:
sesgo (fKﬂdp (:JC)) =E (fK,adp (@) — f(z)=A(z) h4ﬂ§ to (h4)
O]

Por la implicacién de la Proposicion 4.8, Silverman propone utilizar como parametro de sensibilidad
a = %; con este exponente, conseguimos que el estimador sea asintéticamente insesgado de una forma
mas rapida, o (h4) ,de lo que se obtenia con el método basico de ventana fija, o (h2). Otra justificacion,
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mas intuitiva, es que al seleccionar este valor estamos considerando la situacion media entre el método de

la anchura fija y el método del k-vecino més cercano, una combinacién de ambos métodos.

4.2. Evaluaciéon de los métodos de suavidad adaptada

En la Seccion 4.1 hemos presentado los principales métodos de estimacién con amplitud de ventana
variable. A continuacién, aplicaremos estos métodos a nuestro ejemplo: la muestra de cudsares de la

campana SDSS.

4.2.1. Aplicacién del método del k-vecino mas cercano

En primer lugar, es importante destacar que al implementar el método del k-vecino més cercano, es
necesario recurrir a la utilizacion de bucles anidados lo que aumenta el tiempo de computacion. Por este
motivo, para la evaluacién de este método nos restringiremos ahora a tomar muestras aleatorias simples

de menor tamaifio (en concreto m = 100).

Distancia d;
o k=2
~ k=5
k=20
k =50
k=75
w |
)
o
= —
w
g
o
2
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
Redshift (z)

Figura 4.1: Comportamiento de la distancia dj (4.1), dada una muestra aleatoria de 100 cudsares en la campaiia

SDSS.

En la podemos observar la funcién dj, (z) (4.1) para diferentes valores de k. Esta grafica
refleja los resultados de la Proposicion 4.3: la funcién es claramente continua, pero presenta numerosos
cambios de pendiente que indican la no derivabilidad de la misma. De hecho, podemos resaltar el papel
que juega el numero k. Cuando fijamos un k pequeno (por ejemplo k = 2), la distancia dj presenta valores
pequenos en el intervalo (0.1,2), lo que nos indica que gran parte de las muestras se localizan en dicha
zona, mientras que el aumento a partir de z = 4 muestra la ausencia de muestras en esa zona. Estos

resultados son mas extremos al fijar un valor de k£ més grande (por ejemplo k& = 75). Como la muestra
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tiene un tamano de 100, la distancia tomard valores mas pequefios en un intervalo mas reducido, puesto

que se requiere de una mayor presencia de valores muestrales.

Método del k-vecino Método del k-vecino
[ [
[=T o
w w
[T o
— Muestra completa — Muestra completa
o | k=20 o | k=20
E o k=50 E = — k=50
- k=75 - k=75
[ S =
s ° 7 S ° 7
sh) w
h=l =
[ « ] [t «r |
= =] 2 =]
%] (%]
C C
£ o | L oo
f=) (=)
S S
[=) o
=T (=T
T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 ] 0 1 2 3 4 5 6
Redshift (z) Redshift (z)

(a) Estimacién de la funcién densidad con kernel rec- (b) Estimacién de la funcién densidad con kernel normal
tangular.

Figura 4.2: Estimacion de la funcién de densidad para una muestra aleatoria simple de 100 cudsares

En la (a) presentamos la estimacién directa por (4.2) o, equivalentemente, la estimacién
dada por (4.5) con un kernel rectangular. Valores pequenos k suponen un aumento de la varianza, puesto
que la estimacién mostrara una gran dependencia con la muestra aleatoria. Sin embargo, al aumentar el
valor de k perdemos gran parte de informacion en las zonas donde hay menos muestras. Por otro lado,
con independencia del valor k, podemos observar como la funcién estimada sobreestima la densidad en las
zonas mas alejadas, como consecuencia de la Proposicién 4.4. En la (b) realizamos la estimacién
con un kernel normal. El comportamiento que observamos es analogo al estudiado con anterioridad, si

bien es cierto que hemos ganado cierta suavidad respecto a la anterior estimacion.

El problema de la eleccion del entero k éptimo surge de forma analoga a la anchura de ventana éptima,
idea que se refuerza a raiz del resultado (4.8). En la comparamos la estimacién realizada por el
método del k-vecino més cercano, la estimacién realizada con una amplitud de ventana fija (referida a la
distribucién normal) y la funcién de densidad a estimar. De acuerdo a la relacién (4.8), observamos que
el valor 6ptimo de k depende de h y de la funcién de densidad en el punto x. Tomando como valor de h
optimo el que nos proporciona la elecciéon en el caso normal, y para evitar la dependencia en la posicién,
tomando el maximo valor de la funciéon de densidad, obtenemos el valor £k = 32. Comparando el método
del 32-vecino mas cercano y el método con anchura fija podemos observar que si bien el método variable
estima bien en las zonas con mayor peso, no realiza un correcto ajuste en el resto de zonas. Por ejemplo,
los méximos de la densidad situados en z ~ 3.1 y z ~ 3.8 son omitidos por completo en la estimacién con

anchura variable, pero se muestran en la estimacién con anchura fija.
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Meétodo del k-vecino

I
S
©
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— Muestra completa
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Figura 4.3: Comparativa de los métodos de anchura fija y variable, ambos con kernel normal, para una muestra
aleatoria simple de 100 cudsares.

El problema que presenta el método con k = 32 reside en que es un nimero bueno para estimar la
densidad en las zonas con mayor peso, pero no en las zonas de menor peso. Este resultado lo podiamos
anticipar con la relacién (4.8): el valor éptimo, suponiendo conocida la amplitud fija éptima iL, dependers
de la posicién por el factor f(z), luego la mejor estimacion serd por medio de diferentes valores de k
que dependeran de la posicién. Este es precisamente el método que subyace a la estimacién en color
azul, donde hemos seleccionado la amplitud de ventana h 6ptima por (3.2). Observamos que mantiene el
buen ajuste en las zonas de mayor peso, y en las zonas de menor peso recuperamos los méximos de la

distribucion.

4.2.2. Aplicacion del método kernel adaptado

Del estudio presentado en la Subseccion 4.1.2 concluimos que el método kernel adaptado tiene va-
rios pardmetros que podemos modificar para buscar la mejor estimacién de la funcién de densidad: la
estimacién pivote inicial, la anchura de ventana genérica h y el parametro de sensibilidad «.

Comencemos estudiando la influencia de la estimacién pivote inicial. En la (a) se muestra
el uso del método kernel adaptado con una estimacién pivote dada por un kernel triangular y la anchura
seleccionada por el método de sobre suavizacién. En comparacién con la (b), donde hemos
modificado la anchura de ventana pivote por un valor mucho mayor, podemos observar que la estimacién
es esencialmente la misma para todos los valores de a. De hecho, en la (c) consideramos una

estimacién pivote dada por el estimador naive y una anchura de ventana grande, y seguimos obteniendo
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Método kernel adaptado Método kernel adaptado
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(a) Estimacién pivote con kernel triangular y hos = 0.494. (b) Estimacién pivote con kernel triangular y A = 0.9. Anchu-

Anchura de ventana de la estimaciéon h = 0.189. ra de ventana de la estimacién A = 0.189.
Método kernel adaptado Método kernel adaptado
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(c) Estimacién pivote con naive y h = 0.9. Anchura de ventana  (d) Estimacién pivote con kernel triangular y hos = 0.494.
de la estimacién h = 0.189. Anchura de ventana de la estimacién h = 0.9.

Figura 4.4: Método kernel adaptado, con funcién kernel normal, para una muestra de 1000 cudsares de la campana

SDSS.

los mismos resultados. Esto nos permite concluir que la estimacién pivote no juega un papel determinante
en la estimacién inicial.

Por el contrario, la anchura de ventana h si juega un papel importante la estimacion final. En la
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(a) hemos seleccionado la anchura de ventana éptima referida a la distribucién normal, cuyo
valor es hy = 0.189, mientras que en la (d) seleccionamos una anchura considerablemente
mayor, h = 0.9. Como es de esperar, al introducir una anchura de ventana muy grande se pierde gran
parte de la informacién en la estimacion, lo mismo que ocurre en los métodos con anchura fija. Podemos
concluir que con el método kernel adaptado se obtiene una buena estimacion de la funcién de densidad
siempre que se seleccione una anchura de ventana razonable. Por este motivo, lo mas aconsejable es recurrir
a alguna de las aproximaciones comentadas en el capitulo anterior de la anchura de ventana 6ptima fija.

Por otro lado, el parametro de sensibilidad « nos permite justificar las estimaciones que obtenemos
referidas a la funcién de densidad de la muestra completa. Cuando seleccionamos o = 0 estamos conside-
rando de nuevo los métodos con anchura fija, y podemos observar que realizan una buena estimacién en
las zonas de menor densidad. Al utilizar o = 0.5, valor necesario para una mayor reduccién del sesgo de
acuerdo a la Proposicién 4.8, la estimacién parece fallar en las zonas donde el método con anchura fija se
ajusta mejor. Esto se debe a la muestra aleatoria simple: la mayoria de las datos muestrales caen en la
zona (0.1,2.4), motivo por el cual en dicho intervalo se selecciona un anchura menor, mientras que en el

resto de zonas la anchura sera mayor, por lo que se pierde informacion.
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Anexo de programas en R

A continuacién presentamos el cédigo empleado en R para la construccién de todos los ejemplos

basados en la muestra de cudsares.

A.1. Cébdigo del Ejemplo 3.6

load(".../SDSS cuasares/qso.Rdata"); #Lectura de los datos
mc <- gso$z; #Seleccién del redshift (parametro a estudiar)
ma <- sample(mc, 1000, replace = TRUE); #Construccién de una m.a.s. de tamafio 1000
hn <- ( ((25200/143)*sqrt( pi ))~(1/5) )*(length(mc) (-(1/5)))*sd(mc); #Anchura de ventana bajo
la que se representardn los datos globales
S <- c(le-1,1e-2,1e-3,1e-4,1e-5,1e-6); #Precisidén método
R <- c(); #Vector auxiliar para el cédlculo
Raux <- c(); #Vector auxiliar para el calculo
h <- c(); #Vector para almacenar las ventas obtenidas
It <- c(); #Vector para guardar el nimero de iteraciones requeridas para la convergencia
temp <- c(); #Vector para guardar el tiempo empleado en la computacién
#Forma explicita de las convoluciones
convl <- function(x) ((32*sqrt( pi )) " (-1))*(12 - 12*x"2 + x"4 )*exp( -(x"2)/4 ); #Convolucidén
del kernel normal
conv3 <- function(x) ((105/16)72)*((1/630)*(-25*%x"9 + 360%x"7 - 2016%x"5 + 6720%x"3 - 5760%*x"2
+ 512)x(x >= 0)*(x <= 2) + (1/630)*(25*x~9 -360*x"7+2016*x"5 - 6720%x"3 -5760*x"2 + 512)*(x
<= 0)*(x >= -2) - (64/315)*(4 - 45%x"2)*(x == 0) ); #Convolucién del kernel triweight
#Comienzo del método (se barren las diferentes precisiones)
for (k in 1:length(S)) {
It[k] <- 0; #Iteracién a O
hO <- 0; #Ventana inicial para el método
hl <- 5; #Ventana inicial para el método
S.time <- Sys.time() #Comienzo de la medida del tiempo
while ( abs(hO - h1) > S[k] ) {
It[k] <- It[k] + 1; #Calculo de iteraciones
hO <- hl; #Seleccién de la anchura previa
for (i in 1:length(ma)) {
for (j in 1:length(ma)) {
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Raux[j] <- conv3( (ma[jl-mal[i])/hO0 ); #Funcién convolucién para
cada valor
}
R[i] <- sum(Raux); #Primer sumatorio
Raux <- c(); #Valores obtenidos del primer sumatorio para cada indice del
segundo
}
Rt <- sum(R); #Segundo sumatorio
R <- c(); #Se resetea el vector auxiliar
hl <- ( ( 9450/ (Rt*143) )~ (1/5) )*( length(ma)~(1/5) )*h0; #Calculo de la nueva
anchura
}
f.time <- Sys.time() #Tiempo de finalizacién del método
temp[k] <- f.time - s.time; #Tiempo de computacién
h[k] <- hl; #Anchura de ventana para la que converge el método
}
#Calculo de las estimaciones kernel con Epanechnikov
ept <- function(x) (1/(length(mc)*hn))*sum( (35/32)*(( 1 - ((mc-x)/hn)"~2 )~3)*( abs((mc-x)/hn)
<=1 ) ); eptv <- Vectorize(ept);
#Muestra de 1000 cudsares para los valores asociados a precisién 107(-1) y 107 (-5)
epl <- function(x) (1/(length(ma)*h([1]))*sum( (35/32)*(( 1 - ((ma-x)/h[1])"2 )~3)*( abs((ma-x)/
h[1]) <= 1) ); eplv <- Vectorize(epl);
ep2 <- function(x) (1/(length(ma)*h[5]))*sum( (35/32)*(( 1 - ((ma-x)/h[5])"2 )~3)*( abs((ma-x)/
h[5]) <=1 ) ); ep2v <- Vectorize(ep2);
x <- seq(0,6,length=1e3); #Array para la representacién grafica
plot(x,eptv(x),type=’1’ ,main="Kernel Triweight’,ylab=’Funcién densidad’,xlab=’Redshift,(z)’,col
=1,ylim=c(0,0.7)); lines(x,eplv(x),col=2) ; lines(x,ep2v(x),col=3)
legend(3.3,0.6,c(’Muestra completa’,paste(’h =’ ,round(h[1],5),’ /It =’ ,It[1] ),pasteCCh =,
round(h([51,5), /L It,=u’,It[5] )),col=c(1,2,3),1lty=c(1,1,1),cex=0.8)
#Representacién de las iteraciones y tiempo vs la precisién requerida
plot(c(-1,-2,-3,-4,-5,-6) ,It,type="p’,pch=15,main="Evolucién de las iteraciones’,ylab=’N°
Iteraciones’,xlab=expression(paste( ’log’[10] ,’(S)’)),co0l=2,ylim=c(0,45)); lines(c
(-1,-2,-3,-4,-5,-6),It, col=2, 1lty=2)
templ[1] <- temp[1]; templ[2] <- 60*temp[2]; templ[3] <- 60*temp[3]; templ[4] <- 60*templ[4];
templ[5] <- 60xtemp[5]; templ[6] <- 60*templ[6];
plot(c(-1,-2,-3,-4,-5,-6) ,templ,type="p’,pch=15,main="Tiempo de computacién’,ylab=’Tiempo,(s)’,
xlab=expression(paste( ’log’[10] ,’(S)’)),col=2,ylim=c(0,600)); lines(c(-1,-2,-3,-4,-5,-6),
templ, col=2, lty=2)

A.2. Cébdigo del estudio de la Subseccion 3.3.6

load(".../SDSS cuasares/qso.Rdata"); #Lectura de los datos
mc <- gso$z; #Seleccién del parametro a analizar

ma <- sample(mc, 500, replace = TRUE); m <- length(ma); #Construccién de una m.a.s de tamafio
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500
Nor <- function(x) (1/sqrt(2*pi))*exp(-(x~2)/2); #Kernel normal
Triw <- function(x) (35/32)*((1-x72)"3)*(x >= -1)*(x <= 1); #Kernel triweight
#Calculo de convoluciones
convn <- function(x) (1/(2*sqrt(pi)))*exp(-(x~2)/4 );
convt <- function(x) (-35/1757184)*((x-2)"7)*(5*x"6 + 70*x"5 + 404*x"4 + 1176%x"3 +1616*x"2 +
1120*x +320)*(x >= 0)*(x <= 2) + (35/1757184)*((x+2)"7)*(5*x"6 — T0*x"5 + 404x*x"4 - 1176%*x
"3 +1616*x72 - 1120*x +320)*(x <= 0)*(x >= -2) - (350/429)*(x == 0);
convn2 <- function(x) (1/(32*sqrt(pi)))*(12 - 12%xx"2 + x"4 d*exp( -(x72)/4 );
convt2 <- function(x) ((105/16)72)*((1/630)*(-25*xx"9 + 360%x~7 - 2016%x"5 + 6720%x"3 - 5760%x"2
+ 512)*(x >= 0)*(x <= 2) + (1/630)*(25*%x~9 -360*x"7+2016%x"5 - 6720%x"3 -5760*x"2 + 512)*(
x <= 0)*(x >= -2) - (64/315)*(4 - 45*x"2)*(x == 0) );
NMV <- c(); #Funcién Maxima verosimilitud K triweight
NMV2 <- c(); #Funcién Maxima verosimilitud K normal
NLS <- c(); #Funcién LS Minimos cuadrados K triweight
NLS2 <- c¢(); #Funcién LS Minimos cuadrados K normal
NBC <- c(); #Funcién BC K triweight
NBC2 <- c(); #Funcién BC K normal
h <- seq(0.01,1,length=1e2); #Anchuras de ventana para el kernel triweight
h2 <- seq(0.001,1,length=1e2); #Anchuras de ventana para el kernel normal
#Calculo funcién BC(h) para triweight
for (k in 1:length(h)){
L <-cO;
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- c(Q);
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- convt2( (malil-maljl)/h[k] )*(i !'= j);
}
L[i] <- sum(Laux);
}
NBC[k] <- sum(L)*(((1/9)72)/(4*(m~2)*h[k])) + (1/(mxh[k]))*(350/429);
}
#Calculo funcién BC(h) para normal
for (k in 1:length(h2)){
L <-cQO;
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- c(Q);
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- convn2( (mal[il-ma[j]l)/h2[k] )*(i !'= j);
}
L[i] <- sum(Laux);
}
NBC2[k] <- sum(L)*(1/(4*(m~2)*h2[k])) + (1/(m*h2[k]))*(1/(2*sqrt(pi)));
}
#Calculo funcién LS(h) para triweight
for (k in 1:length(h)){
L <-cO;
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for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- cQ);
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- (1/m)*convt( (mal[il-mal[jl)/hlk] ) - (2/(m-1))*Triw( (malil-mal
JD/hlk] D*@GE = 3);
}
L[i] <- sum(Laux);
}
NLS[k] <- (1/(m*h[k]))*sum(L)
}
#Cdlculo funcién LS(h) para normal
for (k in 1:length(h2)){
L <-cO;
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- cQ);
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- (1/m)*convn( (malil-ma[jl)/h2[k] ) - (2/(m-1))*Nor( (mal[i]-mal
jD/h2[k] d*x(E = 3);
}
L[i] <- sum(Laux);
}
NLS2[k] <- (1/(m*h2[k]))*sum(L)
}
#Calculo funcidén verosimilitud(h) para triweight
for (k in 1:length(h)){
L <-cO;
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- cQ);
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- Triw( (malil-maljl1)/hlk] )*(i != j);
}
L[i] <- log(sum(Laux));
}
NMV[k] <- sum(L) - m*log( (m-1)*h[k] );
}
#Calculo funcidén verosimilitud(h) para normal
for (k in 1:length(h2)){
L <= cO;
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- cQ;
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- Nor( (malil-mal[jl)/h2[k] )*(i != j);
}
L[i] <- log(sum(Laux));
}
NMV2[k] <- sum(L) - m*log( (m-1)*h2[k] );
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#Método Plug-In con presicién 107 (-2) para el kernel normal
S <= c(le-2); R <= c(); Raux <- c(); hr <- c(); It <- c(; temp <- c(O;
convl <- function(x) ((32*sqrt( pi )) " (-1))*(12 - 12*x"2 + x"4 )*exp( -(x"2)/4 );
conv2 <- function(x) (9/4)*((2 - x)*( x >= 0)*x( x <=2 ) + (2 + x)*( x <= 0 )*(x >= -2) - 2x( x
== 0));
conv3 <- function(x) ((105/16)72)*((1/630)*(-256%x"9 + 360*x"7 - 2016*x"5 + 6720%x"3 - 5760%*x"2
+ 512)*(x >= 0)*(x <= 2) + (1/630)*(25*x"9 -360*x"7+2016*x"5 - 6720%x"3 -5760*x"2 + 512)*(x
<= 0)*(x >= -2) - (64/315)*(4 - 45%x"2)*(x == 0) );
for (k in 1:length(8)) {
It[k] <- 0; hO <- 0; hl <- 5;
s.time <- Sys.time()
while ( abs(hO - h1) > S[k] ) {
Tt[k] <- It[k] + 1; hO <- hi;
for (i in 1:length(ma)) {
for (j in 1:length(ma)) {
Raux[j] <- convn2( (ma[jl-malil)/h0 );

}
R[i] <- sum(Raux); Raux <- c();
}
Rt <= sum(R); R <- c(; h1l <= ( ( 1/(Rt*2*sqrt(pi)) )" (1/5) )*( length(ma)~(1/5)

)*h0;
}
f.time <- Sys.time()
temp (k] <- f.time - s.time; hr[k] <- hi;
}
#Método Plug-In con precisién 107 (-2) para kernel triweight
82 <- c(1e-2); R2 <= c(O; Raux2 <- c(); hr2 <= c(O; It2 <- cO; temp2 <- cO;
for (k in 1:length(S2)) {
It2[k] <- O;
h02 <- 0;
h12 <- 5;
s.time <- Sys.time()
while ( abs(h02 - h12) > S2[k] ) {
It2[k] <- It2[k] + 1;
h02 <- hi12;
for (i in 1:length(ma)) {
for (j in 1:length(ma)) {
Raux2[j] <- convt2( (mal[jl-mali])/h02 );

}
R2[i] <- sum(Raux2); Raux2 <- c();
}
R2t <- sum(R2); R2 <- c(); h12 <- ( ( 9450/ (R2t*143) )~ (1/5) )*( length(ma)~(1/

5) )*h02;
}
f.time <- Sys.time()

temp2[k] <- f.time - s.time; hr2[k] <- h12;
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#Representacién grafica de las funciones verosimilitud
plot(h,NMV, type =’1’,main=’Funciones de mixima verosimilitud’,xlab=’h’,ylab=expression(paste(’
log(’,’L’ [hI[,1[K],?)?))); lines(h2,NMV2,col=2)
legend(0.69,-566,c(’Triweight’,’Normal’),col=c(1,2),1ty=c(1,1),cex=0.9)
h[which.max(NMV)] ; h2[which.max(NMV2)]; #Anchuras que las optimizan h(triweight), h2(normal)
#Representacién de las funciones de minimos cuadrados
plot(h,NLS, type =’1’,main=’Funciones de minimos cuadrados’,xlab=’h’,ylab=expression(paste(
widehat(LS),’(h)’))); lines(h2,NLS2,col=2)
legend(0.6,-0.3,c(’Triweight’,’Normal’),col=c(1,2),1ty=c(1,1),cex=0.9)
h[which.min(NLS)]; h2[which.min(NLS2)] ; #Anchuras que las optimizan h(triweight), h2(normal)
#Representacién de las funciones BC(h)
plot(h,NBC, type =’1’,main=’Funciones del estimador BC’,xlab="h’,ylab="BC(h)’,ylim=c(0,0.03)) ;
lines(h2,NBC2,col=2)
legend(0.6,0.03,c(’Triweight’,’Normal’),col=c(1,2),1lty=c(1,1),cex=0.9)
#Zoom en la zona deseada para el calculo de las anchuras 6ptimas de las funciones BC(h)
ah <- seq(0.01,10,length=1e2); ah2 <- seq(0.001,10,length=1e2);
ANBC <- c(); ANBC2 <- c();
for (k in 1:length(ah)){
L <-cO;
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- c();
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- convt2( (mal[il-ma[jl)/ah[k] )*(i !'= j);

}
L[i] <- sum(Laux);
}
ANBC[k] <- sum(L)*(((1/9)°2)/(4*x(m~2)*ah[k])) + (1/(m*ah[k]))*(350/429);
}
for (k in 1:length(ah2)){
L <= cQ);
for (i in 1:length(ma)) {
Laux <- cQ);
for (j in 1:length(ma)) {
Laux[j] <- convn2( (mali]l-ma[jl)/ah2[k] )*(i !'= j);
}
L[i] <- sum(Laux);
}
ANBC2[k] <- sum(L)*(1/(4*(m~2)*ah2[k])) + (1/(m*ah2[k]))*(1/(2*sqrt(pi)));
}

plot(ah,ANBC, type =’1’,main=’Funciones del_ estimador BC_(extendido)’,xlab="h’,ylab="BC(h)’,
y1lim=c(0,0.03)); lines(ah2,ANBC2,co0l=2)

legend(6,0.03,c(’Triweight’, ’Normal’),col=c(1,2),1ty=c(1,1),cex=0.9)

hosn <- ( (1/(70*sqrt(pi)))~(1/5) )*3*sd(ma)#*m~(-(1/5)); #Sobresuavizacién K normal

host <- ( (810/429)"(1/5) )*3*sd(ma)*m~(-(1/5)); #Sobresuavizacién K ntriweight

hnn <- ( (4/3)°(1/5) )*sd(ma)*m~(-(1/5)); #Referida a la normal, K normal

hnt <- (( (25200/143)*sqrt(pi) )~ (1/5))*sd(ma)*m”(-(1/5)); #Referida a la normal, K triweight

htnt <- (( (25200/143)*sqrt(pi) )~ (1/5))*sd(mc)*(length(mc)~(-(1/5))); #Kernel triweight (

88




Algunos métodos estadisticos aplicados a la astrofisica Anexo de programas en R

global)

htnn <- ( (4/3)°(1/5) )*sd(mc)*(length(mc) "~ (-(1/5))); #Kernel normal (global)

#Construccién y vectorizacién de las estimaciones para los métodos de validacién cruzada

t1l <- function(x) (1/(m*ht[1]))*sum( (35/32)*(( 1 - ((x - ma)/ht[1])"2 )~3)*( abs((x - ma)/ht
[11) <=1) );

t2 <- function(x) (1/(m*ht[2]))*sum( (35/32)*(( 1 - ((x - ma)/ht[2])"2 )"3)*( abs((x - ma)/ht
[21) <=1) );

t3 <- function(x) (1/(m*ht[3]))*sum( (35/32)*(( 1 - ((x - ma)/ht[3])"2 )"3)*( abs((x - ma)/ht
[31) <=1) );

nl <- function(x) (1/(m*hn[1]))*sum( (1/sqrt(2*pi))*exp( - (((x - ma)/hn[1] )"2 )/ 2) );

n2 <- function(x) (1/(m*hn[2]))*sum( (1/sqrt(2*pi))*exp( - (((x - ma)/hn[2] )"2 )/ 2) );

n3 <- function(x) (1/(m*hn[3]))*sum( (1/sqrt(2*pi))*exp( - (((x - ma)/hn([3] )"2 )/ 2) );

tt <~ function(x) (1/(length(mc)*htnt))*sum( (35/32)*(( 1 - ((x - mc)/htnt)"2 )"3)*( abs((x -mc
)/htnt) <= 1) );

nn <- function(x) (1/(length(mc)*htnn))*sum( (1/sqrt(2*pi))*exp( - (((x - mc)/htnn)"2 )/ 2) );

tlv <- Vectorize(tl); t2v <- Vectorize(t2); t3v <- Vectorize(t3); ttv <- Vectorize(tt);

nilv <- Vectorize(nl); n2v <- Vectorize(n2); n3v <- Vectorize(n3); nnv <- Vectorize(nn);

x <- seq(0,6,length=1e3); #Array para la representacién grafica

plot(x,ttv(x),type=’1’ ,main=’"Kernel Triweight’,xlab=’Redshift,(z)’, ylab=’Funcién densidad’);
lines(x,t1v(x),col=2); lines(x,t2v(x),col=3); lines(x,t3v(x),col=4);

legend(3.5,0.55,c(’Muestra completa’,’V.C. Max. Ver.’,’V.C. Min. Cuad.’,’V.C._ Sesgo’),col=c
(1,2,3,4),1ty=c(1,1,1,1) ,cex=0.9)

plot(x,nnv(x),type=’1’ ,main=’"Kernel Normal’,xlab=’Redshift,(z)’, ylab=’Funcién densidad’);
lines(x,n1v(x),col=2); lines(x,n2v(x),col=3); lines(x,n3v(x),col=4);

legend(3.5,0.55,c(’Muestra completa’,’V.C. Max. Ver.’,’V.C. Min. Cuad.’,’V.C._ Sesgo’),col=c
(1,2,3,4),1ty=c(1,1,1,1) ,cex=0.9)

A.3. Cdbdigo del estudio de la Subseccién 3.4.4

load(".../SDSS cuasares/qso.Rdata"); #Lectura de los datos

mc <- gso$z; #Seleccién del redshift (parametro a estudiar)

ma <- sample(mc, 100, replace = TRUE); m <- length(ma); #Construccién de una m.a.s. de tamafio
100

### DATOS GLOBALES ###

haux <- min(sd(mc), (quantile(mc,0.75)-quantile(mc,0.25))/1.34 ); #Anchura referida a la
distribucién normal

hn <- ( (40*sqrt( pi ))~(1/5) )*(length(mc)~(-(1/5)))*haux;

fep <- function(x) (1/(length(mc)*hn))*sum( (3/4)*( 1 - ((mc-x)/hn) "2 )*( abs((mc-x)/hn) <=1 )
); fepv <- Vectorize(fep);

### CALCULO PREVIO DE LA VENTANA POR MINIMOS CUADRADQS ###

convn <- function(x) (1/(2*sqrt(pi)))*exp(-(x~2)/4 ); #Normal

#Calculo funcién LS(h) para normal y epanechnikov

kex <- function(x) (1/sqrt(2+pi))*exp( - (x72)/2 ); #Kernel normal

NLSn <- c(); #Almacenamiento valores NLS
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h2 <- seq(0.01,1,length=1e2); #Precisidén le-2
for (k in 1:length(h2)){
Ln <- cQ);
for (i in 1:m) {
Lauxn <- c(Q);
for (j in 1:m) {
Lauxn[j] <- (1/m)*convn( (malil-mal[jl)/h2[k] ) - (2/(m-1))*kex( (ma[i]-ma
1) /h2[k] H*(GE = j);
}
Ln[i] <- sum(Lauxn);
}
NLSn[k] <- (1/(m*h2[k]))*sum(Ln)
}
hLSn <- h2[which.min(NLSn)]; #Anchura por minimos cuadrados (normal)
##BOOTSTRAP SIN ANCHURA PIVOTE y METODO CAO,CUEVAS,MANTEIGA (CCM) ##
#Tamaflo t del método CCM
t <- round(sqrt(m)); a <- (m/t)"(1/5); t1 <- m; al <- (m/t1)"(1/5); t2 <- 5*m; a2 <- (m/t2)"(1/
5);
#Diferentes valores para la anchura de ventana
h <- seq(0.01,1,length=1e2); #Precisién le-2 para métodos bootstrap con pivote
g <- seq(0.01,1,length=1e2) ; #Precisién le-2 para método Hall
#Funcién bajo la que se define el MISE (sin anchura pivote)
auxMISEln <- function(x) ( (m-1)/m )*exp( - (x72)/8 ) - (4/sqrt(3))*exp( - (x"2)/6 ) + sqrt(2)*
exp( -(x72)/4 );
auxMISE3n <- function(x) ((t - 1)/(axt*m~2))*(1/(2*sqrt(pi)))*exp( - (x"2)/(4xa"2) ) - (2/(m"2)
)*x( 1/(sqrt( 2*xpikx(1+a”2) ) ) d*exp( - (x72)/(2x(1+a"2)) ) + exp( - (x72)/4 )*(1/(m"~2))*(1/
(2xsqrt(pi)));
auxMISE3nl <- function(x) ((t1 - 1)/(al*tlxm~2))*(1/(2*sqrt(pi)))*exp( - (x72)/(4*al"2) ) - (2/
(m~2))*( 1/(sqrt( 2*pi*(1+a1”2) ) ) d*exp( - (x72)/(2x(1+a1"2)) ) + exp( - (x72)/4 )*(1/(m
~2))*(1/(2*sqrt(pi)));
auxMISE3n3 <- function(x) ((t2 - 1)/(a2*t2xm~2))*(1/(2*sqrt(pi)))*exp( - (x72)/(4*a272) ) - (2/
(m~2))*( 1/(sqrt( 2%pix(1+a272) ) ) J*exp( - (x72)/(2x(1+a272)) ) + exp( - (x72)/4 )*(1/(m
~2))*(1/(2*sqrt(pi)));
#Vector de almacenamiento de los valores del MISE para cada h
#Kernel normal
MISEBin <- c(); #Sin anchura pivote
MISEB3n <- c(); #Metodo Hall (t < m)
MISEB3n1 <- c(); #Metodo Hall (t=m)
MISEB3n3 <- c(); #Metodo Hall (t > m)
for (i in 1:length(h)){
AUX11n <- c(); AUX31n <- c(); AUX31n1l <- c(); AUX31n3 <- c();
for (j in 1:m) {
AUX12n <- c(); AUX32n <- c(); AUX32n1 <- c(); AUX32n3 <- c(Q);
for (k in 1:m) {
AUX12n[k] <- auxMISEin( (malk]-mal[j])/h[i] ); AUX32n[k] <- auxMISE3n( (ma
(k]l-maljl)/gli] ); AUX32n1[k] <- auxMISE3n1( (malk]-ma[j]l)/glil );
AUX32n3[k] <- auxMISE3n3( (malkl-mal[jl)/glil );
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3

AUX11n[j] <- sum( AUX12n ); AUX31n[j] <- sum( AUX32n ); AUX31n1[j] <- sum(

AUX32n1 ); AUX31n3[j] <- sum( AUX32n3 );

}

MISEBin[i] <- (1/( (m"2)*h[il*sqrt(8*pi ) ))*( sqrt(2)*m + sum( AUX1in ) ); MISEB3n[i]
<= (1/glil)*( (1/(2*sqrt(pi)))*(1/(t*a))+ sum( AUX31n ) ) ; MISEB3ni[i] <- (1/gl[il)*
( (1/(2*sqrt(pi)))*(1/(t1*al))+ sum( AUX31nl ) ) ; MISEB3n3[i] <- (1/glil)*( (1/(2x*

sqrt(pi)))*(1/(t2*a2))+ sum( AUX31n3 ) ) ;

}

## METODO BOOTSTRAP CON ANCHURA PIVOTE ##
xp <- seq(0,6,length=1e2);

MISEB2n <- c();

M <- 50; #Repeticién del método Bootstrap

Fpiv2 <- c(); #Método con anchura pivote, funcién de distribucién

for (k in 1:length(xp)) {

Fpiv2[k] <- (1/m)*sum(pnorm( (xp[k] - ma)/hLSn ))

AUX22n[k] <- (1/(2*sqrt(pi)*h[jl*m~2))*exp( -((mb2[k]-mb2[s])"~2)/
(4¥h[j1°2) ) - (2/(sqrt(2xpi*( 1 + (hLSn/h[j1)"2 ) )*h[jl*m~2)
Yxexp( - ((mb2[k] - mals])~2)/(2x(h[j]1"2+hLSn"2)) ) + (1/(2%
sqrt (pi)*hLSn*m~2))*exp( -((malk]l-mals])~2)/(4*hLSn"2) );

}
for (j in 1:length(h)) {
AUX2n <- cQ;
for (n in 1:M) {
#Generacién muestras bootstrap
yl <= runif(m,0,1); #Muestras tamafio m
mb2 <- c(); #Almacenamiento muestra bootstrap (Con anchura pivote)
for (s in 1:length(y1)) {
mb2[s] <- min( xp[ which( Fpiv2 >= yi[s] )] );
}
##MISE METODO CON ANCHURA PIVOTE
AUX21n <- cQ);
for (s in 1:m) {
AUX22n <- cQ);
for (k in 1:m) {
}
AUX21n[s] <- sum(AUX22n);
}
AUX2n[n] <- sum( AUX21n );
}
MISEB2n[j] <- (1/M)*sum( AUX2n );
}

MISEB3n2 <- c();
## METODO BOOTSTRAP NO SUAVE SIMULADO
for (j in 1:length(g)) {
AUX3n2 <- c(); #Funcién auxiliar
for (n in 1:M) {
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mb3 <- sample(ma,t,replace=TRUE); #Muestra bootstrap sin suavizacidn
AUX31n21 <- c(Q);
for (k in 1:t) {
AUX32n21 <- c(Q);
for (s in 1:t) {
AUX32n21[s] <- (1/(2*sqrt(pi)*gljl*a*t~2))*exp( -((mb3[k]-mb3[s])
"2)/(4x(gljl*a)~2) )
}
AUX31n21[k] <- sum(AUX32n21);
}
AUX31n22 <- c();
for (k in 1:m) {
AUX32n22 <- c();
for (s in 1:m) {
AUX32n22[s] <- (1/(2*sqrt(pi)*gl[jl*m~2))*exp( -((malk]l-mals])"~2)/
(4% (gl[j1)~2) )
}
AUX31n22[k] <- sum(AUX32n22);
}
AUX31n23 <- c();
for (k in 1:t) {
AUX32n23 <- c();
for (s in 1:m) {
AUX32n23[s] <- - (2/(sqrt(2*xpi*x( 1 + a”2 ) )*gl[jl*m*t))*exp( - ((
mb3[k] - mals])~2)/(2x(gljl"2+(gljl*a)~2)) )
}
AUX31n23[k] <- sum(AUX32n23);
}
AUX3n2[n] <- sum( AUX31n23 ) + sum( AUX31n22 ) + sum( AUX31n21 );
}
MISEB3n2[j] <- (1/M)*sum( AUX3n2 );
}
#Ventanas obtenidas kernel normal
hSPn <- h[ which.min(MISEB1n) ]; #Anchura Bootstrap sin anchura pivote
hCPn <- h[ which.min(MISEB2n) ]; #Anchura Bootstrap con anchura pivote
gCCMn <- gl which.min(MISEB3n) ]; #Anchura Bootstrap Método CCM (t < m)
gCCMn1 <- gl which.min(MISEB3n1) ]; #Anchura Bootstrap Método CCM (t = m)
gCCMn3 <- g[ which.min(MISEB3n3) ]; #Anchura Bootstrap Método CCM (t > m)
hSauxn <- min(sd(ma), (quantile(ma,0.75)-quantile(ma,0.25))/1.34 );
hSSn <- ((1/(2*sqrt(pi)*35))~(1/5))*3*hSauxn*(m~(-(1/5))); #Anchura por sobre suavizamiento
hNn <- ((4/3)"(1/5))*hSauxn*(m~(-(1/5))); #Anchura referida a la distribucién normal
plot(g,MISEBin,type="1’,col=1,main=’Bootstrap con estimacién pivote’,xlab=’h’,ylab=expression(
MISE [B] (h) ),ylim=c(0,0.1)); lines(h,MISEB2n,col=2);
legend(0.55,0.08,c(’Sin anchura pivote’,’Con anchura pivote’),col=c(1,2),1ty=c(1,1),cex=0.9)
plot(g,MISEB3n,type=’1’,col=1,main=’Bootstrap sin estimacién pivote’,xlab=’g’,ylab=expression(
MISE [B] (g) ),ylim=c(0,0.1)); lines(g,MISEB3n2,co0l=2); lines(g,MISEB3nl,co0l=3); lines(g,
MISEB3n3,col=4)

92




Algunos métodos estadisticos aplicados a la astrofisica Anexo de programas en R

legend(0.4,0.09,c(’Método de Hall tedrico,(t<m)’,’Método de Hall simulado,(t<m)’,’Método de,
Hall tedéricoy,(t=m)’,’Método_ de Hall tedérico,(t>m)’),col=c(1,2,3,4),1ty=c(1,1,1,1),cex=0.9)

#Estimaciones de la funcién de densidad con las anchuras

fkexl <- function(x) (1/(length(ma)*hNn))*sum( (1/sqrt(2*pi)*exp( -(((ma-x)/hNn)~2)/2 ) ) );
fkexlv <- Vectorize(fkex1);

fkex2 <- function(x) (1/(length(ma)*hSPn))*sum( (1/sqrt(2*pi)*exp( -(((ma-x)/hSPn)~2)/2 ) ));
fkex2v <- Vectorize(fkex2);

fkex3 <- function(x) (1/(length(ma)*hCPn))*sum( (1/sqrt(2*pi)*exp( -(((ma-x)/hCPn)"2)/2 ) ));
fkex3v <- Vectorize(fkex3);

fkex4 <- function(x) (1/(length(ma)*gCCMn3))*sum( (1/sqrt(2*pi)*exp( -(((ma-x)/gCCMn3)~2)/2 ) )
); fkexdv <- Vectorize(fkex4);

plot(xp,fepv(xp),type=’1’ ,main=’Resultados de los métodos bootstrap’,col=1,ylab="Funcién de,
densidad’,xlab=’Redshift(z)’,ylim=c(0,0.8)); lines(xp,fkexlv(xp),col=2); lines(xp,fkex2v(
xp),co0l=3); lines(xp,fkex3v(xp),col=4); lines(xp,fkexdv(xp),col=5);

legend(2.6,0.68,c(’Muestra ,completa’, ’Referida a la normal’,’Bootstrap,sin anchura pivote’,’
Bootstrap ,con anchura, pivote’,’Bootstrap sin estimacidn pivote’),col=c(1,2,3,4,5),1ty=c
(1,1,1,1,1),cex=0.8)

A.4. Codigo del estudio de la Subseccién 4.2.1

load(".../SDSS cuasares/qso.Rdata"); #Lectura de los datos
mc <- gqso$z; #Seleccién del redshift (parametro a estudiar)
ma <- sample(mc, 100, replace = TRUE); #Construccién de una m.a.s. de tamafio 100
### DATOS GLOBALES ###
haux <- min(sd(mc), (quantile(mc,0.75)-quantile(mc,0.25))/1.34 ); #Anchura referida a la
distribucién normal
hn <- ( (40*sqrt( pi ))~(1/5) )*(length(mc)~(-(1/5)))*haux;
fep <- function(x) (1/(length(mc)*hn))*sum( (3/4)*( 1 - ((mc-x)/hn)~2 )*( abs((mc-x)/hn) <=1 )
) ; fepv <- Vectorize(fep);
k <- ¢(2,5,20,50,75); #Valores de k
### METODO DEL K-VECINO MAS CERCANO ###
##Construccién de la distancia d_k
x1 <- seq(0,6,length=1e4); x <- seq(0,6,length=1e3);
dl <= c(); d2 <= c(); d3 <= c(); d4 <- c(); db6 <- c(); #Almacenamiento de distancias
for (j in 1:length(x)) {
dauxl <- abs( x[j] - ma ); #Construccién de las distancias
daux2 <- c();
for (m in 1:length(ma)) {
daux2[m] <- sum( 1*(dauxl <= abs( x[j] - malm] ) ) );
}
d1[j] <- min( dauxi[which( daux2 >= k[1] )] ); d2[j] <- min( dauxi[which( daux2 >= k[2]
)1 ); d3[j] <- min( dauxl[which( daux2 >= k[3] )] ); d4[j] <- min( dauxl[which(
daux2 >= k[4] )] ); d5[j] <- min( dauxl[which( daux2 >= k[5] )] );
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plot(x,dl,type=’1’, main=expression(paste("Distancia",d[k])), ylab=expression(paste(d[k],"(z)"
)), xlab=’Redshift(z)’,ylim=c(0,2.4)); lines(x,d2,col=2); lines(x,d3,col=3); lines(x,d4,
col=4); lines(x,d5,col=5);
legend(0.8,2.2,c Pk =,2", k=57, k_=,20", "k =,50", ’k ,=,75’), col=c(1,2,3,4,5), lty=c
(1,1,1,1,1), cex=0.8 );
##Construccién del estimador sin kernel
fnkl <- function(y) k[1]/(2*length(ma)*y); fnk2 <- function(y) k[2]/(2*length(ma)*y); fnk3 <-
function(y) k[3]/(2xlength(ma)*y); fnk4 <- function(y) k[4]/(2+length(ma)*y); fnkb5 <-
function(y) k[5]/(2*length(ma)x*y);
fnklv <- Vectorize(fnkl); fnk2v <- Vectorize(fnk2); fnk3v <- Vectorize(fnk3); fnkdv <-
Vectorize(fnk4); fnkb5v <- Vectorize(fnk5);
#Representacién grafica
plot(xl,fepv(xl),type=’l’,main=’Métodoudeluk—vecino’,ylab=’Funciénudeudensidad’,xlab=’Redshiftu
(z)’,ylim=c(0,0.7)); lines(x,fnk2v(d2),col=2); lines(x,fnk3v(d3),col=3); lines(x,fnk4v(d4),
col=4); lines(x,fnk5v(d5),col=5);
legend(3.7,0.6,c(’Muestra completa’, ’k_=,5",  k,=,20’, k=50, k_=,75"), col=c(1,2,3,4,5), lty=
c(1,1,1,1,1), cex=0.8 );
##Construccién de la estimacién kernel
kex <- function(z) (1/sqrt(2*pi))x*exp( - (z7(2))/2 ); kexv <- Vectorize(kex);
#Funcidén auxiliar para recorrer distancias
sel2 <- function(y) d2[which( x ==y )] ; sel3 <- function(y) d3[which( x ==y )] ; seld <-
function(y) d4[which( x ==y )] ; selb <- function(y) d5[which( x ==y )] ;
#Construccién de las funciones densidad
fk2 <- function(y) {
faux <- c(); #Vector de apoyo en el cédlculo
for (j in 1:length(ma)){
faux[j] <- (1/ (length(ma)*sel2(y)) )xkex( (y-maljl)/sel2(y) );
¥
sum( faux );
¥
fk3 <- function(y) {
faux <- c(); #Vector de apoyo en el cédlculo
for (j in 1:length(ma)){
faux[j] <- (1/ (length(ma)*sel3(y)) )xkex( (y-maljl)/sel3(y) );
¥
sum( faux );
¥
fk4 <- function(y) {
faux <- c(); #Vector de apoyo en el calculo
for (j in 1:length(ma)){
faux[j] <- (1/ (length(ma)*seld(y)) )xkex( (y-maljl)/seld(y) );
¥
sum( faux );
¥
fk5 <- function(y) {
faux <- c(); #Vector de apoyo en el calculo
for (j in 1:length(ma)){
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faux[j] <- (1/ (length(ma)*sel5(y)) )xkex( (y-maljl)/selb(y) );
¥
sum( faux );
¥
fk2v <- Vectorize(fk2); fk3v <- Vectorize(fk3); fkd4v <- Vectorize(fk4); fkbv <- Vectorize(fk5)
#Representacién grafica
plot(x1l,fepv(xl) ,type=’1’ ,main=’Método del k-vecino’,ylab=’Funcién, de densidad’,xlab=’Redshift,
(z)’,ylim=c(0,0.7)); lines(x,fk2v(x),col=2); lines(x,fk3v(x),col=3); lines(x,fkdv(x),col=4)
; lines(x,fk5v(x),col=5);
legend(3.7,0.6,c(’Muestra completa’, ’k_=,5",  k ,=,20’, k=50, k_=,75"), col=c(1,2,3,4,5), 1lty=
c(1,1,1,1,1), cex=0.8 );
### Comparativa método del k-vecino y estimacién kernel con amplitud de ventana referida a la
normal
s <- min(sd(ma), (quantile(ma,0.75)-quantile(ma,0.25))/1.349 ); #Estimacidén de la desviacién ti
pica
hn2 <- ((4/3)°(1/5))*(length(ma)~(-(1/5)))*s ; #Anchura referida a la distribucién normal
fkn <- function(y) (1/(length(ma)*hn2))*sum( kexv( (y - ma)/hn2 ) ); fknv <- Vectorize(fkn);
kaux <- 2*hn2*length(ma)*max( fepv(x) ); k6 <- round(kaux); d6 <- cQ);
for (j in 1:length(x)) {
dauxl <- abs( x[j] - ma ); #Construccién de las distancias
daux2 <- cQ);
for (m in 1:length(ma)) {
daux2[m] <- sum( 1*(dauxl <= abs( x[j] - ma[m] ) ) );
¥
d6[j] <- min( dauxl[which( daux2 >= k6 )] );
}
sel6 <- function(y) d6[which( x ==y )] ;
fk6 <- function(y) {
faux <- c(); #Vector de apoyo en el cédlculo
for (j in 1:length(ma)){
faux[j] <- (1/ (length(ma)*sel6(y)) )xkex( (y-maljl)/sel6(y) );
¥
sum( faux );
¥
fk6v <- Vectorize(fk6);
# Valor entero k asociado (variable)
kaux2 <- 2xhn2xlength(ma)*fepv(x); k7 <- round(kaux2);
a7 <- cQ;
for (j in 1:length(x)) {
dauxl <- abs( x[j] - ma ); #Construccién de las distancias
daux2 <- c(Q);
for (m in 1:length(ma)) {
daux2[m] <- sum( 1*(dauxl <= abs( x[j] - malm] ) ) );
¥
d7[j] <- min( dauxl([which( daux2 >= k7[j] )] );
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sel7 <- function(y) d7[which( x ==y )] ;
fk7 <- function(y) {
faux <- c(); #Vector de apoyo en el cédlculo
for (j in 1:length(ma)){
faux[j] <- (1/ (length(ma)*sel7(y)) )*kex( (y-mal[jl)/sel7(y) );
}
sum( faux );
}
fk7v <- Vectorize(fk7);
# Representacién grafica
plot(xl,fepv(xl),type=’1’ ,main=’Método del k-vecino’,ylab=’Funcién de densidad’,xlab=’Redshift,,
(z)’,ylim=c(0,0.7)); lines(x,fknv(x), col=2); lines(x,fk6v(x), col=3); lines(x,fk7v(x), col
=4);
legend(3.7,0.6,c(’Muestra completa’,paste("h =_,",round (hn2,3)) ,paste("k =" ,round(k6)), ki
variable’), col=c(1,2,3,4), lty=c(1,1,1,1), cex=0.8 );

A.5. Coddigo del estudio de la Subseccion 4.2.2

load(".../SDSS,cuasares/qso.Rdata"); #Lectura de los datos

mc <- gso$z; #Seleccién del redshift (parametro a estudiar)

ma <- sample(mc, 1000, replace = TRUE); #Construccién de una m.a.s. de tamafio 1000

### DATOS GLOBALES ###

haux <- min(sd(mc), (quantile(mc,0.75)-quantile(mc,0.25))/1.34 ); #Anchura referida a la
distribucién normal

hn <- ( (40*sqrt( pi ))~(1/5) )*(length(mc)~(-(1/5)))*haux;

fep <- function(x) (1/(length(mc)*hn))*sum( (3/4)*( 1 - ((mc-x)/hn) "2 )*( abs((mc-x)/hn) <= 1 )

); fepv <- Vectorize(fep);

### METODO KERNEL ADAPTADO ###

#Construccién del estimador pivote

hpaux <- min(sd(ma), (quantile(ma,0.75)-quantile(ma,0.25))/1.34 );

hp <- (((2/3)/(35%((1/6)°2)))~(1/5))*3*hpaux*length(ma)~(-(1/5)); #Anchura por sobre suavizacié
n

fp <- function(x) (1/(length(ma)*hp))*sum( ( 1 - abs((ma-x)/hp) )*( abs((ma-x)/hp) <= 1) );
fpv <- Vectorize(fp); #Estimacién pivote con funcién Triangular

evma <- fpv(ma); #Evaluacidén de la estimacién pivote en los valores muestrales de ma

mug <- exp((1/length(ma))*(sum( log(evma) ))); #Calculo de la media geométrica

alfa <- c(0, 0.25, 0.5, 0.75, 1); #Array de valores para el pardmetro de sensibilidad

#Construccién de los factores de escala para la amplitud de ventana

lambdal <- (evma/mug)”~(-alfa[1]); lambda2 <- (evma/mug)”(-alfa[2]); lambda3 <- (evma/mug)" (-
alfa[3]); lambda4 <- (evma/mug) (-alfa[4]); lambdab <- (evma/mug)”(-alfa[5]);

hest <- ((4/3)7(1/5))*hpaux*((length(ma))~(-1/5)); #Referida a la distribucién normal con
kernel normal

kexp <- function(x) (1/sqrt(2*pi))*exp( - (x7(2))/2 ); #Kernel exponencial

#Funcién de densidad para cada array de factores de escala
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festl <- function(y) {
auxl <- cQ);
for (k in 1:length(ma)) {
auxl[k] <- (1/lambdal[k])*kexp( (y-malk])/(hest*lambdallk]) );
}
(1/(length(ma)*hest) ) *sum(auxl)
}
fest2 <- function(y) {
aux2 <- cQ);
for (k in 1:length(ma)) {
aux2[k] <- (1/lambda2[k])*kexp( (y-malk])/(hest*lambda2[k]) );
}
(1/(length(ma)*hest) ) *sum(aux2)
}
fest3 <- function(y) {
aux3 <- c(Q);
for (k in 1:length(ma)) {
aux3[k] <- (1/lambda3[k])*kexp( (y-malk])/(hest*lambda3[k]) );
¥
(1/(length(ma)*hest) ) *sum(aux3)
¥
fest4 <- function(y) {
aux4 <- cQ);
for (k in 1:length(ma)) {
aux4[k] <- (1/lambda4[k])*kexp( (y-malk])/(hest*lambda4[k]) );
¥
(1/(length(ma)*hest) ) *sum(aux4)
¥
fests <- function(y) {
auxb <- cQ);
for (k in 1:length(ma)) {
auxb[k] <- (1/lambdab[k])*kexp( (y-malk])/(hest*lambdab5[k]) );
¥
(1/ (length(ma) *hest) ) *sum(aux5)
¥
#Vectorizacién de las funciones definidas
fevl <- Vectorize(festl); fev2 <- Vectorize(fest2); fev3 <- Vectorize(fest3); fevd <- Vectorize
(fest4); fevb <- Vectorize(festb);
### REPRESENTACION GRAFICA ###
x <- seq(0,6, length=le4); #Array para la representacién grafica
plot(x,fepv(x),type=’1’ ,main=’Método kernel adaptado’,ylab=’Funcién densidad’, xlab=’Redshift,(
z)’,ylim=c(0,0.6)); lines(x,fevl(x),col=2); lines(x,fev2(x),col=3) ; lines(x,fev3(x),col=4)
; lines(x,fev4(x),col=5) ; lines(x,fev5(x),col=6)
legend(3.6,0.5,c(’Muestra completa’,expression(paste(alpha," =,",0)),expression(paste(alpha," =
L",0.25)) ,expression(paste(alpha," =,",0.5)) ,expression(paste(alpha," =,",0.75)) ,expression
(paste(alpha," =,",1))),col=c(1,2,3,4,5,6),1ty=c(1,1,1,1,1,1),cex=0.8)
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